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Exercice 1
On considère les corps de nombres quadratiques Q(

√
𝑑), 𝑑 ∈ Z ∖ {0, 1} sans facteur carré.

Montrez que Q(
√

𝑑) = Q(
√

𝑑′) ssi 𝑑 = 𝑑′.

Exercice 2
Soient Q(

√
𝑑) un corps de nombres quadratique, O𝑑 l’anneau des entiers algébriques de Q(

√
𝑑).

Soit 𝛼 ∈ Q(
√

𝑑). Montrez que 𝛼 ∈ O𝑑 ssi 𝑇𝑟(𝛼) et 𝑁(𝛼) sont dans Z.

Exercice 3
Terminez la preuve du théorème suivant (cours 14, §4.2) :
Si 𝑑 ≡ 2, 3 [4] alors O𝑑 = Z[

√
𝑑].

Si 𝑑 ≡ 1 [4] alors O𝑑 = Z[𝜔𝑑], 𝜔𝑑 = 1+
√

𝑑
2

Exercice 4
Soit 𝑑 < 0 sans facteur carré. Calculez le volume du parallélogramme fondamental du réseau
des entiers O𝑑 ⊂ C.

Exercice 5
Soit 𝐾 = Q(

√
𝑑) un corps de nombres quadratique et O𝑑 l’anneau des entiers de 𝐾. Soit (𝛼, 𝛽)

une Z-base de O𝑑. On définit le discriminant

Δ(𝛼, 𝛽) =
(︃

det
(︃

𝛼 𝛽
𝛼 𝛽

)︃)︃2

.

1. Montrez que le discriminant ne dépend pas de la base (𝛼, 𝛽) choisie. On note et appelle alors

𝑑𝑖𝑠𝑐(𝐾) := Δ(𝛼, 𝛽),

le discriminant du corps 𝐾.
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2. Calculez le discriminant de tous les corps quadratiques, en fonction de 𝑑 (supposé sans facteur
carré).

Exercice 6
Montrez que les anneaux O−7 et O−11 sont euclidiens.

Exercice 7

1. Montrez que les éléments 2, 3 et 1 +
√

−5 sont irréductibles dans O−5. Déduisez que O−5
n’est pas factoriel.
2. Montrez que O−6 n’est pas factoriel. Est-ce que O−7 est factoriel ?

Exercice 8
On donne, à l’aide de Z[

√
−2], une deuxième preuve de la proposition suivante (cours 12, §4) :

un nombre premier 𝑝 > 3 s’écrit comme 𝑝 = 𝑥2 + 2𝑦2, (𝑥, 𝑦) ∈ Z2 ssi 𝑝 ≡ 1, 3 𝑚𝑜𝑑 8.

1. Soit 𝑝 > 3 premier tel que 𝑝 = 𝑥2 + 2𝑦2. Montrez que 𝑝 ≡ 1, 3 𝑚𝑜𝑑 8.
2. Soit 𝑝 > 3 premier tel que 𝑝 ≡ 1, 3 𝑚𝑜𝑑 8. Montrez que 𝑝 = 𝑥2 + 2𝑦2.
(On pourra montrer que −2 est un carré 𝑚𝑜𝑑 𝑝 et que 𝑝 n’est pas irréductible dans Z[

√
−2].

Voir cours 14, §6.3)
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