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Exercice 1

On consideére les corps de nombres quadratiques Q(v/d), d € Z \ {0,1} sans facteur carré.
Montrez que Q(vd) = Q(vd') ssi d = d'.

Exercice 2

Soient Q(v/d) un corps de nombres quadratique, O, I'anneau des entiers algébriques de Q(v/d).
Soit a € Q(v/d). Montrez que a € O, ssi Tr(a) et N(a) sont dans Z.

Exercice 3

Terminez la preuve du théoreme suivant (cours 14, §4.2) :
Si d = 2,3 [4] alors Oy = Z[/d].

Sid=1[4] alors Oy = Z[wg|, wq= HT\/E

Exercice 4

Soit d < 0 sans facteur carré. Calculez le volume du parallélogramme fondamental du réseau
des entiers O, C C.

Exercice 5

Soit K = Q(v/d) un corps de nombres quadratique et O4 'anneau des entiers de K. Soit (a, 3)
une Z-base de O4. On définit le discriminant

A, B) = (det ( ; g ))2

1. Montrez que le discriminant ne dépend pas de la base («a, 3) choisie. On note et appelle alors
disc(K) := A(a, ),

le discriminant du corps K.



2. Calculez le discriminant de tous les corps quadratiques, en fonction de d (supposé sans facteur
carré).

Exercice 6

Montrez que les anneaux O_; et O_1; sont euclidiens.

Exercice 7

1. Montrez que les éléments 2,3 et 1 + +/—5 sont irréductibles dans O_5. Déduisez que O _5
n’est pas factoriel.

2. Montrez que O_g n’est pas factoriel. Est-ce que O_7 est factoriel 7

Exercice 8

On donne, a 'aide de Z[v/—2], une deuxieme preuve de la proposition suivante (cours 12, §4) :
un nombre premier p > 3 s’écrit comme p = x? + 2y°, (z,y) € Z* ssi p = 1,3 mod 8.

1. Soit p > 3 premier tel que p = x2 + 2y%. Montrez que p = 1,3 mod 8.

2. Soit p > 3 premier tel que p = 1,3 mod 8. Montrez que p = 22 + 2.
(On pourra montrer que —2 est un carré mod p et que p n’est pas irréductible dans Z[y/—2].
Voir cours 14, §6.3)



