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1. Introduction.
On considére un systéme de lois de conservation donné par :

(1.1 O+ 8, f(u) =0 sur [0, +oo[xIR

ol u et f(u) sont & valeurs dans R”™. On s’intéresse aux solutions de ce systéme vérifiant la
condition de Cauchy suivante :

(1.2) u(0,z) = up(z)

et présentant un choc & un certain temps tp. Les fonctions f et up sont supposées assez
régulidres pour que les singularités de la solution ne provienment pas de singularités des
données. '

Le systéme (1.1) est supposé strictement hyperbolique, i.e que la matrice f'(u) admet n
valeurs propres réelles distinctes A;(u) < ... < Ap{u). On se place également dans le cas ol
ces valeurs propres sont vraiment non linéaires, i.e grad A;(u).ri(u) # O, Vu olt r;(u} est un
vecteur propre associé a A;(u).

Si la fonction f n’est pas linéaire, le systéme (1.1) et (1.2) n’admet en général pas de
solution régulitre globale ( [11] & [17],[8], ... ) mais il admet des solutions faibles ([14],{20])
si la donnée initiale est assez petite.

F. John {8] a montré que si le probléme (1.1) et (1.2) est vraiment non linéaire et si
up vérifie certaines hypothéses, alors les dérivées premiéres de u explosent en un temps
fini (voir aussi [19]). T.P Liu {17] donne un résultat comparable et montre qu’un systome
dont les valeurs propres sont vraiment non linéaires ou linéairement dégénérées et dont la
donnée initiale est & support compact a une solution présentant une singularité en un temps
fini. On sait également quun systéme 2-2 dont les valeurs propres ne sont pas linéairement
dégénérées a Pinstant initial donne des solutions singuliéres pour toute donnée initiale non
triviale régulire et & support compact ([9] ).
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Tout au long de cet article, on dira que u est une solution de (1.1)(1.2) “présentant un
choc au point (to,zo) le long de la demi-courbe v d’équation {z=p();t 21t} " 8i:
- = vérifie ’équation de Rankine-Hugoniot :

(1.3) o[u] = [f(u)] avec o =o(t) = ¢'()
' #(to) = @o
oli [u] représente le saut de la fonction u.

-u € CY{Q\ ) ol Q est un voisinage de (2o, zo)

- u est solution de (1.1)(1.2) & droite et & gauche de ¥

- u et continue & droite et & gauche de ¥ en tout point de v et admet des dérivées partielles
continues & droite et & gauche de 4 sur v \ ({0, o).

On sait que la singularité qui apparait dans le cas d’une loi scalaire est un choc ([14] ). Le
but de cet article est de décrire le méme genre de singularités pour le p-systéme : on travaille
avec une onde simple, i.e qu’avant un certain instant to, I'un des invariants de Riemann est
constant ; on montre alors que le deuxidme va présenter un choc et que des singularités
faibles vont apparaitre sur celui qui était constant & I'instant initial.

Précisons d’abord les notations. On se donne une fonction réguliére p définie sur IR et &
valeurs réelles et on considére le systéme suivant :
{ agﬂ - azv = 0

(14) 0w + 0:zp(u) =0

On suppose que ce systéme est strictement hyperbolique et que ses valeurs propres sont
vraiment non linéaires. On a alors :

P(z) <0

(1.5) vz € R {p,,(z) R

On va travailler avec les invariants de Riemann qui permettent de diagonaliser un systéme
2-2. 51 on définit une fonction F par :

(1.6) F'(uw) = /—p'(u),

alors les invariants de Riemann sont :

w= 2o~ F(u))
1.7) 2
2= 5(v+ F(w)

On remarque que la fonction F est strictement positive donc on peut définir la fonction
réciprogue de F' et on pose :

(1.8) G=F"
‘ H= f'P(G)
On vérifie alors que :
HG =1
(1.9) H>0 G>0

H" <0 G">0

On suppose que les fonctions H et G sont de classe CP*! sur IR avec p > 4.
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Pour une solution réguliére, le systéme (1.4) s’écrit aux moyens de ses invariants de
Riemann sous la forme diagonale suivante :

(1.10) {‘9*‘”+H'(2*W)6aw=0

Oz~ H'(z —w)dpz =0

Pour travailler sur une onde simple, on choisit de prendre comme conditions de Cauchy :

w(0, z) = constante
(1.11)

2(0, 2) = zp(z) avec 2o € L NCP(R)

La définition de la fonction F nous permet de prendre la constante égale i zéro sans modifier
le probleme.
On considére les fonctions w? = { et 2° solution de la loi de conservation scalaire :

(1.12) 8:2 84’-H(Z) =0
2(0,z) = zp(z)

Si 2% est régulidre, alors (w?, z0) est solution forte de (1.10)(1.11) mais cette identité n’est
plus forcément vraie 8’il s’agit d’une solution faible. On sait alors parfaiternent décrire la
solution du p-systéme (1.10)(1.11) lorsqu’elle est réguliére, ¢’est-a-dire avant I’apparition du
choe, 8i on a affaire & une onde simple.

On se place dans le cas générique d’apparition d’une singularité pour la loi scalaire et on
prend alors comme hypothéses :

(1.13) g(z) = —H'(z0(z)) € CP(R)NL™(R) avec p > 4

(o) < 0
(1.14) ¢'admet un minimum global en yy et on a : g(z)(yg) =0
9 (o) > 0

On aurait pu simplement supposer que yp était un minimum local mais on s’interesse surtout
& ce qu'il se passe dans un voisinage du point de naissance du choc. Il suffirait alors de
choisir ce voisinage pour que la singularité qui y apparaisse soit celle provenant de yo. Pour
simplifier, on supposera donc ce minirnum global.

On sait alors que la solution faible entropique de (1.12) est réguliére jusqu’a un certain
temps tg et qu’elle présente un choc en (1q, #4) le long d’une demi-courbe {a = (2); t > 15 }
oll 5 et »p sont donnés par :

1
to= ———
0 ¢ (vo)
zp = Yo + tog{yo)
& = g(yo)

(1.15)

Sous les hypothéses (1.13) et (1.14) et si wp a une variation totale petite, le systéme
(1.10)(1.11) admet une solution faible ( {6],[14] ) et on va montrer qu’elle vérifie le théoréme
suivant :
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Théoréme 1. La solution faible eniropique du systéme (1.10)(1.11), définie sur la
réunion de Q, = {(¢,z); t € [0,20] } et d’un voisinage du point (%o, zo) dans [to, +oo{ xR
présente un choc au point (to, zo) le long de la courbe z = p(t). La courbe de choc ¢ = ¢(t)
est de classe C? et les fonctions z et w sont continues & droite et & gauche de celle-ci. On a
de plus les estimations suivantes :

@lt) = zo + alt — to) + O((t — to)?)
w(t,z) = O((t - to)?)
(t,) = 20(y) + O(((¢ = 40)° + (2 = 20)")?)
Remargue. Au passage de la caractéristique # = I'(t) de w passant par (to, Zo), notée T
sur la figure (1.1), la fonction w présente un saut qui est de I'ordre de (T'(¢) — z)3 et elle

ne peut donc pas étre de classe C2 au voisinage de cette courbe. On voit également que w
n’est plus constant & droite de la courbe de choc.

—— e — —

Ty Yo
z =y +t9(v0)

FIG. 1.1

La solution du p-systéme construite vérifie les conditions de Lax [11}, i.e qu'on a un 1-
choc admissible | or les valeurs propres sont vraiment non linéaires et le p-systéme admet
une entropie strictement convexe ([14]); il 8’agit donc d’une solution faible entropique ;
elle vérifie les conditions { vraiment non linéaire, p-systéme, nombre fini de choc ... ) du
théoréme d’Oleinik [22], elle est donc unique. La solution n’étant pas lipschitzienne par
morceaux au voisinage de (%o, xo), elle ne vérifie pas les conditions du théoréme d’unicité de
DiPerna { [4], [15] ). '

Pour démontrer le théoréme 1, on va d’abord décrire la solution faible entropique de la
loi de conservation scalaire, On sait que 8 u a une singularité de l'ordre de 1/{(f — ¢p) au
voisinage du choc ( [24]) mais nous avons besoin d’en connaitre davantage pour I'étude du
p-systéme. De plus si on connait cette solution, on peut entierement décrire la solution du
p-systéme avant Vinstant g ; c’est dans ce but qu’on a choisi de travailler avec une onde
simple.

Les paragraphes 2, 3 et 4 sont consacrés & la démonstration du théoréme suivant. On
consideére le probléme :

(1.16) {31:“ + 0, f(u) = 0 sur {0,400 [xR

u(0,2) = uo(z)
ol f et up sont & valeurs réelles. On pose :

(117) g = £'(u0)
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et on suppose que la fonction g vérifie les hypothéses (1.13) et (1.14). On sait que le probléme
(1.16) admet une unique solution faible entropique présentant un choc au point (fo,zo) le
long de la courbe z = ¢(t) et on a de plus :

Théoréme 2.

(1) La courbe de choc & = (t) est de classe GP sur Jto,to +£[ et CF sur [{o,t0 +¢1.
(2) Sur un voisinage de (to, zo) dans {{t,z);t > to et = # p(t) }, u est de classe CF et
il existe Cy > 0 telle que :

{u(t, ) - u(to, z0) | < Co (¢~ to)® + (= — 20)"))

| Bpult, z)| € Cy ~ st zFzo,tF o
((t—~to)® + (z — 20)?)) ®
|,u(t, 2)| < < si z#zotElo

((t = 10)® + (z — z0)?)) }

Remargque. L'unicité d’une solution faible entropique dans le cas scalaire a été démontrée
par S.N Kruzkov [10].

On remarque alors qu’une solution de (1.11)(1.12) est (w® = 0, 2° sclution d’une équation
scalaire) mais cette solution ne vérifie pas les équations de Rankine-Hugoniot du p-systeme
(§5). C’est cependant une bonne approximation d’une solution faible du p-systéme. On
construit alors un schéma itératif ( § 6), que ’on initialise avec les fonctions w?® et 20 définies
précédemment (§7). En résolvant les équations linéaires obtenues (§9, §10), on construit
une suite (2*,w"), qui nous donne, par passage a la limite (§ 12), une solution du p-systeme
présentant un choc et on donne également des estimations de cette solution, de ses dérivées
partielles (§11) et de la courbe de choc.

LA LOI DE CONSERVATION SCALAIRE

2. Description formelle de la solution.
On considére la loi de conservation scalaire suivante :

{ Oiu+ 8- f(u) =0 sur {0, 4oc0[xR

(2:1) u(0, ) = ug(z) sur R

On définit la fonction g supposée bornée et de classe CP sur IR avec p > 4 par :

(2.2) g = f'(ua).

On suppose que g vérifie les hypothéses (1.13) et (1.14). Le probléme (2.1) admet alors une
selution régulisre définie sue [0, te[x R, avec ty défini en (1.13), par :

(2.3) u(t, z) = ug (y(t; "‘"))

ol y(t, ) est I'unique solution de z = y(t,z) +1g (¥(2,%)). Ce résultat s’obtient en utilisant
la méthode des caractéristiques ([11],[24] ... ) et le théoréme des fonctions implicites.

La fonction g étant bornée sur IR, le probléme est local : le comportement de » au voisinage
de (¢0,20) ne dépend que des valeurs de uo au voisinage de yo. On peut donc supposer que :

(2.4) Yy e R\ {s} (v—v0)¢? () > 0.

Il suffit de modifier 1o & 'extérieur d’un voisinage de yp pour obtenir ce résultat. On peut
faire ce changement sans modifier le fait que uo € CP(R} N L*(IR) et donc que g soit
barnée,

On étudie d’abord le nombre de racines de ’équation des caractéristiques mises sous forme
intégrale : & = y + tg(y) pour ¢ et z fixés avec ¢ > to. L’hypothese (2.4) et le fait que g soit
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bornée entraine que ¢’ est strictement décroissante de 0 & —1/¢p (respectivement croissante
de —1/tp & 0 ) lorsque y varie de —co & yp (resp. de yo & +00). On en déduit que, pour
t > 1, I’équation :

(2.5) 1+tg'(w) =0

admet deux racines distinctes n_(t) et n4(t) avec n_(t) < yo < 74.(t) olt n.. et 5, sont des
fonctions monotones de classe CP~! sur }#g, +oo[. On pose :

{ z-(8) = n-(1) + tg(n-(1))

(2.6) z4(t) = ne(t) +tg(ne (1))

On a salors le tableau de variations suivant pour la fonction y — y -+ tg(y).

y oo (1) wo  n4(t) oo
1+tg'(y) + 0 - 6 +
y+tg(y) oo A/ z-(t) 2o \ z4(t) /S +oo

Il en résulte que 'équation ¢ = y + tg(y) admet :

pour z €] — 0o, z4.(t)[, une seule solution notée y_(¢,z)
pour z €la,4.(t), z_(t)], trois solutions notées

y-(t,2) <yelt,z) < y+(t,z)
pour & €)z_(t),+00[, une seule solution notée y4 (2, z)

2.7 . . .
27) pour z = z.,(t), une solution simple et une solution double

y-(t,2) < ye(t,z) = ya(t,2) = ne(8)
pour z = z_(t), une solution simple et une solution double

y—(t:a’) = yc(tla’) = ﬂ—(t) < y+(t:z)'

Remargue. Si on ne fait pas I’hypothése (2.4), les résultats énoncés restent vrais sur un
voisinage de {¢g, zo).

Pour 0 < t < %o, on note ¥4 (¢, z) = y-(t,z) = y(t,z) Punique solution de = = y + tg(y),
définie précédemment. On pose :

Qp =QU{tz)€Q; 1215 z>2.(1)}
Qo =0, U{(t,2) €N ;t21; z<z_(t)}

La fonction 3, (respectivement y_) est de classe C? sur 2, (resp.Q_). Elle est de plus
continue sur {3, (resp. ). La régularité s’établit par le théoréme des fonctions implicites.
La fonction u(t,2) = ug(ye(t,z)) (resp. u-(2,2) = uo(y-(t,@))) est solution de (2.1} sur
€, (resp. £2.).

Nous allons ensuite montrer qu'il existe une fonction ¢ appartenant a

C¥([to, +oof) N CP(to, +oo[) vérifiant :

(2.8) ' () < p(f) < z_(t) pour >t

") = f("'i'(tr‘lo(t))) - f(“— (tr‘l’(t)))
(29) - P =T ) — u- (o)
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On pose alors :

(2.10) u(t,z) = {"+(tax) si 2> ¢(t) ou t<to

u_(t,z) si z < (t)

La solution u ainsi construite est solution forte de (2.1) & droite et & gauche de la courbe
z = p(t). Elle vérifie de plus la condition de Rankine-Hugoniot (2.9), c’est donc une solution
faible de (2.1},

D’autre part, la condition (2.4) implique que :
(2.11) VyeR ¢'(y) = f(uo(¥))ug(y) < 0.

Or, d’aprés le théoréme des accroissements finis, on a :

up(t,z) —u-(t,2) = "3(0)(y+(t: z) — y—(ts""'))'

De (2.11), on en déduit que [u] est positif si f est concave et négatif si f est convexe. La
solution faible ainsi construite est entropique. Elle est donc unique d’aprés le théoréme de
5.N Kruzkov [10].

Remargue. Tl résulte de cette unicité que ’équation différentielle (2.9) admet au plus une
solution.

Dans le paragraphe suivant, on met en ceuvre cette méthode et on donne des estimations
des fonctions y_,y,. et @. Pour simplifier les calculs, on suppose dans toute la suite que :
%o = g(y0) = ¢ () =0
(2.12) go)=-1 et ¢()=6
ye@(y) >0 Yy #0

ce qui nous donne également :

g = 0
(2.13) { to=1

Il suffit de faire un changement affine des variables z et ¢ pour obtenir ces hypothéses qui
ne sont donc nullement restrictives,

3. La courbe de choc de la loi scalaire.
Ce paragraphe est consacrs b la preuve de :

Proposition 3.1. La fonction y solution de Iéquation de Rankine-Hugoniot appartient
4 C8([to, +oo[) N CP()t0,+o0l).

les deux premiers lemmes donnent des estimations des fonctions 74,2+ et y4 introduites
précédemment. Les lemmes 3.3 et 3.4 montrent Vexistence d’une solution de 1'équation de
Rankine-Hugoniot. Les trois derniers lemmes prouvent la régularité annoncée. On pose :

(31) r=1-1p.

Lemme 3.1.

(1) ILes fonctions n4 et 77— sont de classe CP~2 par rapport 4 Ia variable \/T.
(2) Au voisinagedeT=0,0na:

- ) ~ \/2-3_- “ 0
z4(t) ~ —5\/51"} et z_(f)~ 5\/3:1'%

()

(3.3) y-(t,.) et y4(t,.) sont des fonctions croissantes.
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Preuve. 1l suffit de le montrer pour 54 et z4. On sait déja que 7., est de classe CrP-1 sur

|20, +00[, on travaille donc au voisinage de T = 0. On remarque que g'(n) — ¢'(0) = 1 — 7

On obtient donc en utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale :

1
H2L ¢ Den(l-a)ds=1- -tl-
car g(¥(0) = 0. On pose :

=
r4 1

h(n,7) = n( jo 1 g (em)(1 ~ ) d_:;) '

On obtient que A(0,0) = 0 et 8,h(0,0) = v/3. Le théoréme des fonctions implicites prouve
alors 1a premidre partie. On obtient équivalent de.n par identification. On a posé :
24 (t) = n4(t) +1g(ns (1))
= t(g{n+(1)) — ¢'(n+ (D)0 (2)

or un développement limité au voisinage de 0 donne :

' 1
g(n+ () — o' (e D)4 (8) = —*3"9(3)(0)(_’#(*))3 +0(r?)
= =2(mn.(1))° + O(%).
L’équivalent obtenu pour 1, (2) permet alors de conclure. Enfin y_(2,.) et y4(¢,.) sont les
fonctions réciproques de fonctions croissantes. Elles sont donc également croissantes. O

On introduit la notation suivante :
( (y-(t,z+(t) si z<ay()

j-(tx)=<  y-(tz) st zp(t)<z<z-(t)
n-(t) s z2z.(t)

(3.4) j Cye(tz_(t) si 23 a-(t)
F+(tx)= 1 y+{t,2) si zi(t) Lz < z-(1)
| | En (t) si zg24(1)

Dans ’étude de ’équation de Rankine-Hugoniot, on travaillera avec ces fonctions qui ont
Dintérét d’atre continues sur Q2 USI_ et on verra que la solution de cette équation se situe
dans {24 N2_ ol 'on a §x = y+.

Lemme 3.2. On a les estimations suivantes ;

(1)

i-(t,2) = (V)
) { 4(t,) = O(VP)

(2) Il existe C > 0 tel que :

z.(§-(t, z) + G4+ (1, z)) > —C =l
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Preuve. D’aprés le lemme 3.1, il suffit de la faire sur G, N .
1) §i4 est une fonction croissante de z, on a donc :

0 < 74 (1) < 4t 2) € yp(t 2 (1))

1l suffit donc de montrer que si on pose z = yy(t,z_{t)), on a z = O(y/T). Or z vérifie
I’équation suivante :

£+ 19(2) = 2 () = 1) + o (7- (1)
14t (n-(t)) =0
d'oit g(2) — g(1-(2)) = (z = ()¢’ (n-(1))-

En écrivant la formule de Taylor avec reste intégrale de g en 7..(t), on obtient alors :
1
gD (1) + (2~ n-(2)) /0 (1-6)2¢®(n_ (@) +6(z = n-(2))) d = 0

or A (n_(£)) = 69-(t) + O(r) d’aprés (3.2) et

fl(l — 2¢O (n_(t)+0(z —n_(t))df ~2 ento
0

donc z—n_{t) ~3n_(t) pour t voisin de 2o.

On utilise alors (3.2) pour obtenir le résultat.
2) §4 + §- étant croissant en z, il suffit de montrer que

§+(t»0) + ﬁ_(t, 0) = O(T)

Posons £4(1) = §4(t,0) et £_(t) = §-(4,0). &4+ et £ sont respectivement la racine
strictement positive et strictement négative de :

0=¢+1g(4)
i 1
= (e + 3¢ [ (- 074O6) )

Dol

27
= *\/t f(1 - 6)293)(964) do

On remarque que §4 et £_ sont des fonctions C?=3 de /7. De plus : £4 ~ ++/7. On obtient
donc : £4.(t) +£-(t) = O(r). Le lemme 3.2 est donc prouvé U

On note © = ¢(t) "équation de la courbe de choc. On obtient alors un choc admissible si
la fonction ¢ vérifie équation de Rankine-Hugoniot suivante :

£ (wo(y(t, (1)) — f (o (-t #(2))))

(3.6) P = s (o)) — o (v- (69 2)
wlto) =0
On pose :
(3.7) a(z,y) = £ (wof2)) - F (o)

to(z) — uo(y)

Avant de résoudre ’équation (3.6), on montre le :
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Lemme 3.3.

(1) La fonction a est bornée et symétrique sur R2,

(2) a € CP(IR?),

(3) a(z,y) = ~L{z +y) +b(z,y) avec b(z,y) = O(z* + v*)
(4) a(.,y) est une fonction strictement croissante.

Preuve. Les deux premiéres parties du lemme sont évidentes d’aprés la régularité de fet
ug.
Posons ¢(y,8) = a(y + 6,y — 6). Pour montrer le troisi¢éme point, il suffit de prouver que
c(y,0) = —y + O(y® + 8?). c(y,.) est une fonction paire done e(y,6) = e(y, 0) + O(6?) or on
a:c(y,0) = a(y, ) = 9(y) = —y + O(y*) d’oit le résultat.

Le quatriéme point est une conséquence de I’hypothese (2.4). En effet, on peut également
écrire a(z,y) sous la forme suivante : '

1
a2, 3) = ]ﬂ £ (uolz) + 6(uo(y) — uo())) d6.

On obtient alors en dérivant par rapport & z :

Boa(z,y) = fo (1 = 0)uhp(2)F @ (uo(z) + Buo(y) — vo(x))) d8

or uj et f(2) sont de signes opposés, donc a(., y) est une fonction strictement croissante [l
On résout maintenant 1’équation de Rankine-Hugoniot.

Lemme 3.4. L’équation différenticile

{ (1) = a(yst 9(1)), v, p(1)))

3.8
38) plte) =0
admet une solution globale appartenant & C*([tg,+oo{) N C?(] tg,+oo[ et on a:

{a:+(t) <) <z_(t) pour t>tp

(39) o(t) = O(r%)

Preuve. On considére équation différentielle suivante :

{ &'(8) = a(§s(t, o)), F- 2, 0(t)))

(3.10) ite) =0

La fonction (t,2) — a(§4(t, ), §-(t, ) est continue et bornée sur
fto,+00] x R donc, d’aprés le théoréme de Péano, I'équation (3.10) admet au moins une
solution globale appartenant & C*([%g,+00[). De plus on a :

L)) =20 () #(1) = 200l 600, 5-C, ().
En utilisant les lemmes 3.2 et 3.3, on en déduit que :
L (plt)7) = ~p0) (34, ) + -, (2) + O(r) (V)

et, d’aprés la deuxiéme partie du lemme 3.2, il existe une constante C strictement positive
telle que, pour tout ¢ 2 to, on ait :

2(e) <Crlol.
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En intégrant, on obtient alors :
C
o) < S 7.

D’aprés le lemme 3.1, il existe done 3 vérifiant {p < ¢; € +oo tel que, pour tout t €]1g,1: {,
on ait :

24 (1) < p(t) < x_(1).

Remarquons que l'on a, pour ¢ > ¢y, d’aprés le lemme 3.3 :

6@ (8,2 (1)), 5 (2, 2-(8))) = oo (&, 2—(1)), - 8)
< a(n-(2),1-(2)) = g(n_(1)) = & (2).

On montre de méme que : 2\ (1) < a(§;(¢, 24()), §-(¢, z_())). On déduit de ces deux
inégalités que la courbe (2, p(t)) ne peut pas couper les courbes (¢, z_(t)) et (¢,2,(t)), ce
qui nous-donne :

¥t €ltp, +oo| z4(8) < e(t) < z-(8)

d'olt a(f4(t, o(1)), §- (¢, v(1))) = a(ys(t, o(2)), u-(t,¢(t))), et @ est donc solution globale
de (3.8). a, y— et y; étant des fonctions C? sur leur domaine de définition, on a également
la régularité de ¢ sur Jto, +ool.

On va montrer que la solution ¢ de I’équation de Rankine-Hugoniot (3.8) a la régularité
annoncée dans la proposition 3.1 sur [tp,+oo|.

On sait déja, d’aprés le lemme 3.4, que @ est une fonction C! sur [tg, +00[. Dans les deux
premiers lemines, on étudie la régularité de ia fonction ¢ par rapport a la variable /7 puis
on montre le résultat en étudiant son développement limité.

On pose :

- -z =¥
(3.11) 8=+ A-ss p==

On commence par étudier la régularité des fonctions y, et y_.

Lemme 3.5. Les fonctions (5,A) — s%y.(t,z) et (5,)) — s%y_(,z) sont de classe
CP-%+¢ pour o = —1,0,1,2. De plus, on a :

A g0
ye(t,2) =s( 1+ 5~ g—a-é(——)—s) + O(s® + 82?)

A

(3.12)
y-(t,z) = s(—l + ok %)as) + O(ss + 3)3)

Preuve. y4(t,z) et y-(¢,z) sont respectivement la plus grande et la pius petite racine
de :

(3.13) y+tg(y) ==z

On définit la fonction A appartenant & CP~3(IR) nulle en 0 par :

1 —
s = [ S5 01

La formule de Taylor avec reste intégrale permet d’'écrire ’équation (3.13) sous la forme
suivante en utilisant les notations (3.11) :

déf

(3.14) F(8,Mp8) = (1+ 86 — p+ (L4 6*)pPh(sp) -2 =0
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Le changement de variables (3.1.1) permet de séparer les solutions de I'équation (8.13) et
done d’utiliser le théoréme des fonctions implicites. En effet, si 'on prend (s,A) = (0,0), ce
qui correspond 3 (¢, z) = (1,0), Péquation (3.14) admet trois racines distinctes :

pye =1 po = -1 pe= 0

De plus, on a 8, F(0,0, s+) = 2. Le théoréme des fonctions implicites nous dit alors que gy
et u_ sont des fonctions de classe CP~3 sur un voisinage de (0, 0) des variables s et A; on
a donc montré le lemme pour o = ~1.

Cherchons maintenant un développement limité de sy par identification. Faisons-le pour
fiy. On a supposé p > 4, on peut donc poser : piy(v/7,4) =1+ a/T + bA 4+ O(s* + A?). On
introduit cette expression dans I’équation (3.14) et, aprés calcul, on trouve :

1 1
= —g® ==
4= 29 0) b 3 a

On note p(s, ) Pune des deux solutions s (s, A) ou p-(s,A). p vérifie :
(3.15) F(s, A p(s,2)) = 0.
On appelle 4 I'une des dérivées partielles de . On a I'identité suivante :

(3.18) (sp) = sp’ + p.

1) suffit donc de montrer que sy’ est de classe C?~3 pour avoir le résultat du lemme avec
a = 0. Faisons-le par exemple pour s%%. On dérive Péquation (3.15) par rapport & s et on
obtient :

Fi(s, 2, (8, M)W + Fals, A, p(5,4)) = 0
(3.17) Fi(s, A, (8, 2)) = (3p%(1 + h(sp) + pPsh'(sp))(1 + ) -1
Fa(s, A, 1(3, ) = 283 (L+ h(sp)) + (1 + 87)u* ' (s1)

or la fonction y — yh'(y) est de classe CP-3 donc les fonctions Fy et sF; le sont également.
De plus, on a #1(0,0,41) = 1 et u est de classe CP—2 d’aprés ce qu'on vient de montrer sy’
est alors une fonction de classe €73 sur un voisinage de l'origine.

En utilisant une identité comparable & celle écrite en (3.16), on voit qu’il suffit de montrer
que 524" et 543 sont respectivement de classe CP~® et CP~? pour obtenir la régularité de
8%y et s%u ol le prime représente une dérivée par rapport a4 X ou s. On dérive P'équation
(3.17) multipliée par s pour pouvoir utiliser que la fonction y — yA'(y) est de classe CP~3,
on multiplie ’équation obtenue par s et on montre alors que 82" est de classe CP~3. On
recommence le méme processus pour obtenir la régularité de s3u(®.

Lemme 3.6.

(1) La fonction s — ¢'(t) est de classe CP=2 sur [0, +oo|.
(2) La fonction p est de classe C? sur [tg, +oo|.

Preuve. On définit la fonction A par :

o) _pli+d)

(3.18) A(s) =

D’aprés le lemme 3.4, on & Pestimation :

(3.19) As) = O(s).
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Pour s strictement positif, la fonction A vérifie I’équation différentielle suivante :
' 2 2 3 2 8
sX(s)+3A(s) = ~a (y+ 1+ 6,5 A(8)),y-(1 +6°,5 A(s)))

2
= = (i(5,2) + 8- (5, ) + Zb(spy, o)
d’apres le lemme 3.3.

On définit 1a fonction d par :

(3.20) o,y = ~LHEN IO TR Ly, o).

On déduit des lemmes 3.3 et 3.6 que la fonction (s, A} ~ s%d(s, \) est de classe CP~*<
pour & = 0,1,2. A vérifie alors une équation différentielle de type Fuchs :

(3.21) ' { sX(s) + 4;5;; - ;d(s, Ms))

c’est alors une fonction de classe CP~3 d’aprés le théoréme de Fuchs ([5]). On a vu que la
fonction sd est de classe CP~3 donc, d’aprés I’équation (3.21), s\’ aussi. L'identité (3.16)
implique gue sA est de classe C?~2. En multipliant ’équation (3.21) par s, on en déduit que
la fonction s — 8*A(8) est de classe CP~3+* pour @ = 0,1,2. On a alors montré le premier
point du lemrme. '

On pose :

(3.22) ps) = ¢'(2).

On vient de montrer que p est de classe CP~2 sur [0,+0co([. De plus, d’aprés (3.8), on a
p(0) = p'(0) = 0, done :

1 1
KO0 = o) = 5 [ #D)ab

On a supposé p > 4 donc la fonction p3) est au moins continue et on peut alors prolonger
contindment ¢(?) en ¢ = 1. La fonction ¢ est donc de classe C% sur [1,+oc0[ O

Les fonctions ¢ — ¢'(8),2 — y+(t,(t)) et t — y_(t,0(t)) admeitent donc des
développements limités d’ordre p— 2 par rapport & la variable s. On va maintenant montrer
que les termes d’ordre impair sont nuls. On pose :

y+(t, (1)) + y- (¢, (1))
2

5(s) = y+(2, P(t))z-sy_-(tﬂp(t))

0’(8) =
(3.23)

On a vu que la fonction p définie en (3.22) et la fonction o sont de classe CP=2 sur [0, +o0 [
tandis que la fonction 6 est de classe CP~3, En utilisant les lemmes 3.4 et 3.5, on peut alors
écrire :
p—-2
p(s) = L pas* +o(s"?)
' -2
(3.24) o(s) = ZEzakak + o(s*~%)

-3
5(3) =144 :{}25,&8]‘ + 0(59_3)
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De plus, y4 (¢, ©(t)) et y— (2, (t)) sont solutions de 'équation :

y +tg(y) = o(t).

En additionnant et en retranchant les deux équations obtenues et en utilisant le changement
de variables (3.13), on obtient que les fonctions § et o vérifient le systéme :

ddﬂ+sﬂﬂ);dd®—sﬂﬂ)=¢u+sg

ﬂdﬂ+w&»—ﬂdﬂ—ﬁ@»=0
246(s)

o(s) +(1+4%)
(3.25)

14 (1+5%)
L’équation de Rankine-Hugoniot s’écrit alors avec ces nouvelles variables :

(3.26) )= a(a(s) + 56(s), 0(s) — 6(s))

Ces trois relations vont nous permettre de démontrer le lemme suivant par récurrence :
Lemme 3.7. Les coefficients p,o et &, intervenant dans (3.24), sont nuls si k est
impair. ,
Preuve. La forme (3.24) montre déja que o3 = 8 = p1 = 0. On va alors procéder par
récurrence. On suppose donc que ’hypothése de récurrence suivante est vérifiée :

(Pr) Paj—1 =035-y =b8yj_1 =0 pour1gjigi~1

Si p < 21, le lemme est démontré ; on suppose donc p 2> 2+ 1. Le systéme (3.24) s’écrit alors
sous la forme suivante :

p(8) = p(s?) + par_18” 1 + o(s¥ ™)
(3.27) o(s) = s%¢(s%) + oai-157 ! +o(s* 1)
5(s8) = 1+ 8*r(s?) + o(s*2)

oil p,q et r sont des polyndmes de IR[X]. Nous allons montrer que les coefficients pai—1 et
g1 sont nuls. On utilise d’abord équation (3.26). D’apres le lemme 3.3, on a:

p(s) = a(o(s) + 56(s), 7(s) — 85(s))
= ~o(s) +b(a(s) + 88(s), o (8) ~ 56(s))
= —o(s) + P(o(8), 8(s8)) + o(s* ")

ott P est un polyndme de R[X, X;] de valuation deux et ne contenant que des termes de
degré pair en X5. On identifie alors les termes de degré 2/ — 1 et on trouve :

(3.28) pat—1 = —0z-1.
Par définition de p, on a également :
(3.29) o(1 +8%) = (%) + 2 -2"%:31‘ s2HL (521

o 7 est un polyndme de R[X] de valuation deux d’aprés le lemme 3.4. D’autre part, on a
supposé que g est une fonction de classe C¥ sur R telle que g(0) = 20} = 0,¢'(0) = ~1
et ¢(3(0) = 6. 1l existe donc un polyndéme R de R[X] tel que :

2.30 g(o + s6) = —(o + 86) + (o -+ 86)% + (o + 88)*R(o + s6) + o(s?)

(3.30) g(o — 86) = —(o — 88) + (o — 86)> + (0 - 88)*R(o ~ 56) + o(s?)
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On pose :
Q(o,86) = (¢ + s8)*R(s + 35)2:6(0' — a8)*R(0 — s6)
(3.31) T(0.26) = (o + s6)*R(o + 56) .; (o — 86)4R(c — 56)

@ et T sont des polynémes de IR[X}, X3} de valuation respectivement trois et quatre et
r’ayant que des termes de degré pair en Xy. La premiére équation du systéme (3.25) s’écrit
alors sous la forme suivante :

(L +8%)(0(5)° + 35°0(8)8(s)” + T(0(s), 58(s))) =

3.32
(332) s0(8) + (1 + 67) + o(s")
On identifie les termes de degré 21 + 1 avec P'aide de 1’égalité (3.29) et on trouve :

_ o P21
(333) 30’3;_1 =2 2l+ i

Les égalités (3.28) et (3.33) montrent alors que o211 = par—1 = 0.
Pour achever la démonstration, il faut montrer que, si p > 21 + 2, on a 63 = 0. Le
systéme (3.24) s’écrit maintenant :
pls) = p(s*) + o(s™)
(3.34) o(s) = s2¢(s%) + o(s¥)
5(s) = 1+ 8%r(s?) + 6ai—187 1 + o(s 1)

On utilise alors la deuxidme équation du systéme (3.25). On P’écrit & I’aide du polyndme )
défini en (3.31) et on obtient :

(3.35) (L +82)(30(s)’ + 8%6(s)") = 8% — (1 + s7)Q( (), 88(s)) + (s ).

On égale alors les termes de degré 2/ + 1 et on trouve que le coefficient 5oy est nul

Le lemme suivant démontré par H. Whitney [25] ve nous permettre de prouver la
proposition 3.1 : :

Lemme 3.8. Soit f € C*(IR; R) une fonction paire, alors il existe une fonction g de
classe C% définie sur R* telle que f(z) = g(2?).

On définit la fonction j sur IR par :
pey=p(s) si 820
=p(—8) si <0

La fonction j est une fonction de classe CP~2 sur R d’aprés le lemme 3.7 ; elle est paire par
construction. Il existe donc une fonction g de classe C5~1 telle que :

p(s) = 9(s%).
La fonction ¢’ est donc de classe G5~ sur [fo, +oo[ et on a montré la proposition 3.1 U

On prouve de la méme maniére que les fonctions ¢ — o(s) et ¢ — 6(s) sont respectivement
de classe CF1 et C¥-1.
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Remargue. La régularité de  en ¢, obtenue dans la proposition 3.1, est optimale.

En effet, considérons le cas de P’équation de Burgers avec comme condition initiale
uglz) = —z + a3+ |a:|4+‘ et £ > 0. L’équation de Rankine-Hugoniot est donnée par :

#(1) = 5 (s0(u4 (, (1) +uo (v- (t,9(8)))
— ’p(t) _ y.;.(t,go(t)) +y-—(t: ‘P(t))
[ 2t

car ¥4 (¢, w(t) et y.(¢,9(t)) sont solutions de ¢(t) = y + tuo(y).
On a up € C*(R). On fait un développement limité de y,.(t, ¢(t)) et y-(¢, ¢(?)) comme
précédemment et on obtient aprés calcul :

volt o) = vE=Ts (14 —28 L ¥y fo(e - 1))

At —10)? 2
vt () = =T (1 - z(T'P,_L?T% 43— 10)45) +o((t — 1))

On applique ce développement & I’équation de Rankine-Hugoniot, ce qui donne :
2—1 1 144 3 '
/ . — —— —_—
¢ - g ety = gt~ 10) " H +o((t — 1))

or, si la fonction ¢ est de classe C*, le premier membre est de classe C*~! donc on a
nécessairement : ¢
2
et la solution ¢ de cette équation de Rankine-Hugoniot est exactement de classe ck.
Pour finir la preuve du théoréme 1, il nous reste & donner les estimations de la fonction

% au voisinage du choc,

k<24

4, Ré_gularité de la solution de la loi scalaire.

On pose :
Q8 = {(t,z);t < to ou & > (t)}

QF = {(t,2);t tc ouz < (1)}
et on veut montrer :
Proposition 4.1. Sur un voisinage de (to,z0) dans Qf N {(t,z); t > to}, il existe une
constante Cy telle que la fonction u vérifie les estimations suivantes sur ﬁi :

[ u(t, 2) — u(to, 20) | € Co ((t — t0)® + (z — mo)2))*

Co .

dyult, g 1 zp,t # 1o

MR e S A
Co .

|3,u(t,x)1$ ((t-—to)s.{-(z_zu)z))% 8t 3?&30:15&10
Ca

|0%aut, 2) | < si z#zo,t# o

((t=t0)*+ (2= 20)?)*

On a défini 1a solution u de Iéquation (2.1) par :
oy D) =) ) € 0t

wnhE= u_(t,z) = uo(y-(t,2)) si (t,z) € 0%

(4.1)

Lemme 4.1.

(1) La fonction u est de classe C? sur 2\ {(¢, z);z=pt)}
(2) La fonction t — s[u] est de classe C%5-1 gur [to, +oo|.
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Preuve. Le premier point a déja été prouvé dans le paragraphe 2.

Ona:

(4.2) { s (8, @(1)) = uo (v (4, (1)

u-. (t, p(2)) = uo(v-(t, ¥(2)))

On en déduit avec la notation (3.23) que :

s [u] = s (uo(0(s) + 85(s)) — wo(o(s) — 85(s)).

La fonction 8 — s[u] est donc paire et de classe CP~%; le lemme 3.8 donne alors le
résultat O

Preuve de la proposition. On a vu qu’on pouvait se ramener au cas tg = 1 et 2o = 0. La
fonction ug est de classe CP sur R, donc, d’aprés (4.1), il suffit de montrer les estimations
données dans la proposition 4.1 sur la fonction y;. On va d’abord montrer les inégalités
suivantes sur Q% N {(t,z); 1 > to} :

(4.3) %(r" +22)8 <yt 2) € %(73 +2%)3

avec T = { — tp. Ces inégalités nous donnent la premiére estimation du lemme. y4lt, z) est
la plus grande solution de ’équation :

(44) z=y+tg(y)

On pose alors ;

v=(r®+ 20}
T z
y=2 y, = 42
v v

On remarque que T' et X sont dans Iintervalle [0,1] pour (¢,z) € Q¥ et T et X tendent
vers 1 si Uon fait tendre (¢, z) vers ({p,0) en restant dans Q2§ d’aprés le lemme 3.4. Le lemme
3.5 montre également que Yy tend, dans ce cas, vers 1.

D’aprés les hypothéses (2.12) faites sur la fonction g, il existe une fonction h de classe
C*~3 sur R telle que g{z) = —z + «°h(x) avec h(0) = 1 et on définit une fonction F par :

(4.6) F(r,T,X,Y)= X +TY — (1 + 1) Y3h(vY).

L'équation (4.4) nous donne F(0,1,1,1) = 0. De plus, on a également 8y F(0,1,1,1) = —2
tone, d’aprds le théerdme des fonctions implicitan; ¥ est uno fonetisn GP~# des varinbles
TetX.

On a, en particulier, ¥, = 1+ O(r +|T =11+ | X — 1[) et, pour 7, {T— 1| et | X — 14

assez petits :

2 3
z < 2
351.'1’;\2

On va maintenant estimer 8,34 (£, 2) pour (f,z) # (fo, o). D’aprés 'égalité (4.4), on

1
1+ 19 (94 (4,2))

(4.7) axy+(trx) =
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On a vu, dans le paragraphe 2, que 1+ tg'(y+(t,2)) > 0; il suffit donc de minorer ce terme
pour obtenir le résultat. En utilisant les hypothéses faites sur la fonction g et Iestimation
{4.3), on obtient :

1+tg (y+(t,3:)) =1 +t(--1 + 3y_:’;_(t, q:)) + 0((7.3 + xﬂ)‘%)
(4.8} = 3yi(t,z) -7+ O((r3 4 ;,;3)"5)

2 % (32 (t,z) — T) pour 7 et z assez petits.
Or on a, pour T et z assez petits :
2 - :4._ 3 2v% _ 3 21
3yp(tz)—72 3(1‘ +22)3 =7 2c(r?+2%)s3.

D’aprés ’égalité (4.4), on a également :

_ g(y“"(tlm))
1+t (y4(t,2))
or g(y4+(t,z)) ~ —y4+(t, =) d’aprés (2.12)
~ —+/7 d’aprés (3.12)

aiy+(t’z) =

Cet équivalent et I'inégalité (4.8) donnent alors la deuxiéme estimation. On obtient la
derniére estimation en dérivant (4.7) par rapport & z et en utilisant Vinégalité (4.8) O

LE P-SYSTEME

Nous passons maintenant a 'étude du p-systéme. on rappelie qu'on a choisi de travailler
avec une onde simple car on sait alors décrire la solution réguliére du p-systéme, tant qu’elle
existe. On va d’abord écrire les équations de Rankine-Hugoniot au moyen des invariants de
Riemann.

5. Les équations de Rankine-Hugoniot.

On veut construire une solution faible présentant un choc, les équations de Rankine-

Hugoniot doivent donc étre vérifiées. On les obtient & partir du systéme (1.4) car il est sous
forme conservative. On note o la pente du choc et on doit alors avoir :

{a {u] =~[v]
o[v] = [p(w)]
ol les crochets représentent le saut de la fonction au passage de la courbe de choc. On va

commencer par écrire ces équations au moyen des invariants de Riemann. D’aprés (1.7) et
(1.8),ona:

(6.1)

u = G(z — w) v=z+w
p(u) = —H(z — w)

Le systéme (5.1) devient alors :

oGz -w)] =-[z+w]
(5.2) { olz4w)=-[H(z—w)]

On les utilisera plutét sous la forme suivante :

o [He-w]
(5.3) -V T{6G-w)] (RH1)

[z+w]’ = [G(z-w)] [Hz-w)] (RH2)
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Remarque. Les deux systémes précédents ne sont pas équivalents mais on a choisi de
construire un 1-choc admissible donc les conditions de Lax doivent étre vérifiées, c’est-a-dire
qu'on doit avoir :

o< —H'(z. —w.) = M(z_,w.)
M(z4,we) = —H' (24 — wy) <o < H'(z4 — wy) = Aa(z4,04)

On choisit done de prendre la pente ¢ négative.

On fait une étude formelle des deux équations intervenant dans (5.3), ce qui nous permet
d’écrire les deux lemmes suivants. On fixe z € IR et on définit la fonction f de classe C¥ sur

R par :

G(z + y) — G(z)
F(0)=-H'(z)

Lemme 5.1. Pour y assez petit, on a :

1) = ~H'(2) - yH"(2) = 3 HO (@) - gy B (@G (@) H () + 00°).

11 suffit de faire un développement limité des fonction H et G en z et de remarquer que

H' > 0 pour obtenir ce lemme O o
Pour étudier (RH3), on définit trois fonctions F, G et H de classe C? sur R? par

E,(x’y):H(z+y)2—yH(z—y) si y#0; H(z,0) = H'(z)
é(x’y)=G(x+y)2—;’G(a:——y) si y#0; G(z,0) = G'(z)

F(m, y) = 5(3, y)ff(z, ¥)

D'apres (1.10), la fonction F vérifie :

{?‘(m,y) = F‘(z, -y)
ﬁ(z,O) =1

1l existe done une fonction Fy de classe CP~2 sur R? telle que :

(6.4) VI (z,y) =1+ 27z, v).

Avee ces nouvelles notations, 'équation (RH ) s’écrit :

(5.5) [z+ w]z =(1+2{z- w]zFl(z.l. +z. —wy—w_,[z— w]))z[z - w]z.

On remarque, en revenant au systéme (6.2), que [z +w] et [z - w] ont méme signe car ¢ est
négative. On peut donc écrire (5.5) en enlevant les carrés et on obtient aprés simplification :

(5.6) [w] = Fi(z4 + 2~ —wy —w_,{z—w) [z-w]a.

On suppose z, et z.. connus et on prend w_ = 0.
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Lemme 5.2. Si [z] est assez petit et si w_ est nulle, I’équation (5.6) admet une unique
solution wy qui vérifie !
3
wy = Wizg,2-) [2]
ot W est une fonction de classe CP~? sur R2.

Preuve. On a supposé que w.. = 0, 'équation (5.6) s’écrit alors :

(6.7) wy = Fy(zq + 2~ -w+,[z—w]) [z—w]s.
~ On pose :

+
2= —5
[2]°

G(a4,2-,2) =2 — Fi(24 — 2[2? + 2., [z — =[P (1 - z[2])?
Daprés (5.7), on a G(zy,2-,2) = 0. De plus, 8;G(z4,2-,2) = 1+ O([z]?) donc, d’aprés
le théoréme des fonctions implicites, si le saut de z est assez petit, il existe une unique
application W de classe CP-? sur R? telle que : ¢ = W(zy,2-) O

Remarque. Ce résultat a été montré, dans un cadre plus général, par P.D Lax [11].

6. Construction du schéina itératif.
On note = = ¢(t) la courbe de choc que P'on cherche a calculer et on fait le changement
de variables suivant :

=z—p(t) 8 t=0
6.1) y plt) 8 t20
y=z-—at 8l -1gt<g0

ott a = g(0). On définit également :

62) {a = ¢ (2) sf t30

F=u si —-1g5tg0

Le changement de variables (6.1) permet de fixer la courbe de choc en y = 0. On note encore
w et z les fonctions obtenues dans les variables et y. Elles sont solations du systéme :

Bt ) + (H'(z = w)t,9) - () Byult, ) =0
63) I ot - (Hf(z —w)(t,y) + a'(t))ayz(t,y) =0
{ 2(=1,3) = zo(y)
| w(-1,4)=0

Tous les résultats donnés sont locaux, on définit les ouverts suivants :

Qo = {(t,y); 1<t <0;—e<y<e}
Q+={(t,y);0<t<q;0<y<s-t}
s‘z_={(t,y);0<t<n;—e+t<y<0}
Q =QoUﬁ+Uﬁ_

(6.4)

On linéarise alors en considérant les systémes suivants :

(6.5) 82"t — (H'(z" —w’)+ r."”)tfiyz"'M =0 sur §2
(=1L )= 2ly) sur R
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(66) { atw!'+1 + (Hl(zv _ wu) _ Uv)aywv-f-l =0 sur

wt(-1,y) =0 sur IR

olt z¥ et w” sont des fonctions supposées connues et o est définie par :

v [H(z" —w] .
g = — W 81 t;O

= s 02t2-1

(6.7)

La fonction nulle est solution de (6.6). Pour obtenir une autre solution, on se donnera
wti(2,0%) définie par :

(6.8) w’ti(e,0%) = w_‘;_“ = W(z:_"'l, 220 [P

et on verra qu'on obtient une solution non nulle. On va dans le prochain paragraphe définir
les fonctions 20 et w® qui initialisent le schéma. Elles sont choisies pour étre solutions du
p-systéme tant qu'elles sont réguliéres.

7. Choix des premiers termes,
Cn prend pour w? la fonction identiquement nulle sur IR?. Pour z°, on choisit la solution
obtenue précédemment, i.e la solution entropique du probléeme de Cauchy suivant :

(.1) { 820 — H'(2°)0,2° = 0 sur {2

2(—1,z) = zp(z) sur R

On reconnait I’équation étudiée sux premiers paragraphes ot le temps a été translaté de
—1. On sait donc que le systéme (7.1) admet une solution faible entropique qui présente un
choc & 'instant ty = O et au point zp = (fg + 1)g(0) = . De plus, la courbe de choc a
pour équation z = a(t + 1) +°(t) oit la fonction ¢° appartient 2 C5({0,7[)NCP(]0,7]) et
vérifie :

{(7.2) (1) = Oft?).

Remarque. Le résultat est local car on ne sappose plus que, pour tout y réel, yg”’(y) > 0.

On pose :

(7.3) {Uo(t) =@"Y(t) +e s% >0

= si 02tz -1

La fonction ¢? est la solution de 'équation de Rankine-Hugoniot ; on & done :

0_ [H()
(74) A si £20.
On fait le changement de variables suivant :
y=z-alt+1)~-pot) si t20
(75) y=r—aft+1) si 0z2t>—1

qui redresse la courbe de choc en y = 0. On note encore z° la solution de (7.1) dans les
variables (1, y) ; elle vérifie ’équation suivante :
{3¢z° - (H'(2") + 00,z =0 sur £

(76) 2(—=1,2) = z(z) sur R



2 DESCRIPTION DE LA FORMATION D'UN CHOC DANS LE P-SYSTEME.

Remargue. La solution z° est entropique et la fonction H " est strictement négative donc :
(1.7) [z°] < ©.

Le théoréme 2, dans ces nouvelles variables, donne Vestimation suivante :
D(t,y) - (o, 20) = O((#* + 1))
(7:8) 8y2°(t,9) = O((£* +v°) %)
8%2°(t,y) = O((F* +v*)"})
Pour résoudre les systémes lindarisés, on va avoir besoin de résultats complémentaires sur
0
2.

On a vu, dans le deuxiéme paragraphe, que les caractéristiques de z° existent et sont des
droites dans les variables (t,x) d’équation =z = y + (¢ + 1)g(y) ot ¢ est remplacé par ¢ + 1
car la condition initiale est prise en t = —1 et ol y est le pied de la caractéristique. On
sait qu’elles sont de pente strictement négative sur 4 car g(y) est strictement négatif pour
tout y réel. On se place sur §24 et on considére la caractéristique du systéme (7.6) qui passe
par le point (s,y) de Q. et de point générique (t,{(t,s,y)). Elle est définie par I'équation
intégrale suivante en tenant compte du changement de variables fait pour redresser le choc :
(7.9) &(t,8,5) + oft + 1) + ¢°(2) = o + (2 + 1)g(bo)
ot on appelle & le pied de cette caractéristique. On remarque que, pour 1 assez petit, la
pente d’une caractéristique est de l'ordre de :

1 11
gy —a  g(&) —9(0) ~ &og'(6&0)
On prend alors ¢ assez petit pour que cette pente soit inférieure & ~1 pour tout & € [0,€].
La caractéristique de'z” de pied & € [0,¢] quitte alors le domaine Queny=0.
On a les trois lemmes suivants :

avec @ €]0,1[.

Lemme 7.1. La caractéristique t — £(t,8,y) de z° qui passe par le point (s,y) de Q4
vérifie pour s 2t 2 0 :

E(t,8,y)—y= \/E(s—t)+0(s(s—t)+y§ (s —1t)).

On pose : I ¥ fos —(0, H' (%)) (t,£(t,s,9)) dt.

Lemme 7.2. Il existe ¢ > 0 telle que, pour 8 > 0 et y > 0 assez petits, on ait :

B msm(g) tov
(2) I = _/; | (8, H' () (t,€(t,5,9)) | dt

On considére la caractéristique définie en (7.9) et on se donne une fonction réguliere
(t,8,4) — {(t,8,y) vérifiant : il existe une constante R strictement positive telle que, pour
tout (s, y) € 04, pour tout ¢ € [0, s, on ait :

(7.10) 1¢(t,8,9) — €@t s,p) | S Re(s —1).

Lemme 7.3. Pour ¢ et 7, définis en (6.4), assez petits, il existe une constante C ne
dépendant que de R telle que, pour tout (s,y) € Q4 et € [0,5], on ait :

| (0, () ) .6t 0,)) 1< (1 EVO)I (8 (')t 6t 8,0

Ces lemmes sont démontrés dans le dernier paragraphe. En regroupant les deux derniers,
on obtient :
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Lemme 7.4. Soit ¢ une fonction vérifiant (7.10), alors pour € et 5, assez petits, il existe
une constante C ne dépendant que de R telle que, pour tout {(s,y) € 24 et € [0,s8], on
ait ;

| @) s ) d ) +CvE

La fonction ¢t — ((t,s,y) sera la caractéristique de z*%! passdnt par le point (3,y) et ce
dernier lemme nous permettra d’obtenir des estimations uniformes sur les suites de fonctions
2¥ et w”. Pour définir entidrement le schéma, il suffit maintenant de choisir 2* et w”.

8. Hypothéses de récurrence.
a) On se donne une fonction z* définie sur {2 et vérifiant les conditions suivantes :
(1} 2 =2° sur Qo ua..
(2) = € C'(Q4\(0,0)).
(3) I existe deux constantes M et M’ strictement positives telles que, pour tout
(t,y) € Q4, on ait :
lz"(‘t’y) - zo(t:y)l < Mt
8.1 v M
&1 18,(" = )t )| € —2—3 pour (t,y) # (0,0)

(> +97)°

b} On se donne une fonction w” définie sur Q et vérifiant les conditions suivantes :

(1) w=0 sur QUT..

(2) v € CY{R4+\(0,0)).

(3) T existe deux constantes N et N' atrictement positives telles gque, pour tout
(t,y) € Q4,on ait :

(82) { | w*(t,y)

| Nt
|8y’ (t, 91 <

NVt

Avant d’étudier les systémes linéarisés, on va donner également une estimation de ¢” — oC.

On pose :

- iy 0 R e B iy 0 tre G
c. =, Max {IH"GE)15 1B GH )1}

Proposition 8.1. I existe 5 > 0 tel que, pour toutes les fonctions z¥ et w¥ vérifiant les
hypothéses précédentes, on ait Pestimation suivante, pour tout 1 € [0,9]:

lo* —o®| < Pt

avec P = (M + -112-(6‘9_)2)6'_ ott Cy a été défini dans le théoréme 1.

On rappelle qu’on a :

00 H(2°] L e [H(z - w*)]
64 i 7o V=

On note 22 () = % = 2°(£,07). On fait un développement limité de H en 20
(%)) = [ H(:0) + S0 + gl HOGL) + 0[] ).
D’aprés le théoréme 2, il existe une constante Co strictement positive telle que :

(8.4) | [z°] | € Cov
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On a donc :
(85) o = ~B'(2) - S [ H(R) - 5] HOEE) + 0).

On utilise le lemme 5.1 pour obtenir un développement limité de ¢” et on remarque que
2¥ =20 et w¥ = 0 d’aprés le choix de ces fonctions done :

e’ =—H'(:%) - -;—[z" —w’|H"(22) ~ %[z” - w”]zH@)(zf’.)

Loy v12 gy 0N gt v vi3
_2—4{;: - H"(:2)G"(22)H (zoﬂ)+.0([z - w’] )

Les hypothéses (8.1) et (8.2) sur 2z” et w” entrainent alors que :

o = o0 = = Lot - E) - R[] - ) HOE)

i

(8.6) 2
~ L2 R)E () (L) + O ().

De plus : [z"]2 - [20]2 = [z - 2°][°] = O(t%). On a donc montré :
Lemme 8.1. '
(1) I existe une constante D = D(M, N) dépendant continiiment de M et N telle que :

0¥ = o+ %[z" _ O H(0) + 5%[20]21‘1”(2'"_)6‘”(20_ VH(:2)] < D13

(2) Il existe > 0 tel que la fonction o soit de classe C? sur [0, n[.

Preuve. Le deuxidéme point est évident d’aprés la régularité des fonctions 2" et w 0O
D’aprés le lemme précédent et la notation (8.4}, on a:

lo¥ —o®| g (%M+ -21—4(00)2)6‘_t+Dt’3‘ < g—t + Dtk

. . P . "
On prend 7 assez petit pour avolr DVE 0] pour tout 0 € ¢ < 7 et on obtient la proposition
81 O

On va maintenant résoudre les deux systémes linéarisés.

9. Calcul de z/*1,
On veut résoudre le systéme suivant :

8.2 — (H'(2 — w”) + ¢¥) 6, v+l _ )
©.1) {’z (B =)+ o) y2

21(~1,y) = 20(v)

D’aprés les hypothéses (8.1) et (8.2) faites sur les fonctions z¥, w” et 0¥, le systeme (9.1)
s’écrit sur Qg U Q_ sous la forme suivante :

8zt — (H'(2") + 0)8, 2"t = 0
24 (~1,9) = 20(v)

2% est solution de cette équation, on peut donc prendre :

(9.2) 2 =20 sur QU
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Pour résoudre 1’équation (9.1) sur {24, on va montrer I’existence et 1'unicité des caractéris-
tiques. On se fixe s et y positifs. La caractéristique ¢ —+ £7+1(¢, 5,y) de z*¥! qui passe par
(s, y) est solution de Péquation différentielle suivante :

6#1-1 , .
(9.3) 5 o) = —H'(" —w )t sy) — o

&t (s,5,y) =y

ot la fonction F définie par :

P {§+ \{t=0}-R
' (ty) —~ H'(E —w)(ty) -0 (t)

est de classe C! done, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il y a existence et unicité
d’une solution maximale £+ de classe C*.

L’existence des caractéristiques ne nous permet a priori pas de déterminer z+1; il faut
également montrer qu’elles sortent de £24 par le ¢6té ¢ = 0. On va donc donner une estimation
plus précise des caractéristiques de z*+1. On notet — £2+!(%, 5, y) (respectivement £°(¢, 3, v))
la caractéristique de z*+! (resp. z°) qui passe par le point (s,3) de Q..

Lemme 9.1. Si¢ et y sont assez petits alors il existe une constante R strictement positive
dépendant de M, N et P définis précédemment telle que, pour tout s strictement positif et
pour tout ¢ de [0, 8], on ait :

[e¥+i(t,8,) —€°(t,8,0) | S Rs(a—1).

On déduit de ce lemme, démontré dans le dernier paragraphe, ¢t du lemme 7.1 que, si
¢ est assez petit, la pente d’une caractéristique de z¥*! est du signe de celle de P’équation
scalaire au voisinage du choc, donc négative ; elle est, de plus, strictement inférieure & —1.

La caractéristique de z°+! qui passe par le point (s,y) de Q4 \ {t = 0} ressort donc par
le ¢dtd 1 = 0 et on peut entizrement définir 27+ gur €1, en posant :

(9.3) 2"t (s, y) = 2°(0,£"41(0, 5, 1)).
On remarque que 'on a également :
(9.4) &1 e Ot (ﬁ+ \ (1,0)).

On pose v(s,y) = (z” +1 z”)(s,y) et on en cherche une majoration. v est alors solution
de ’équation aux dérivées partielles suivante :

95 Bv = (H'(z" = w”) 4+ 0%) Byv = (H'(#* —w*) - H'(2°) + ¢ = ¢°)8,2°
(9:5) v(0,y) =0

On intégre le long d’une caractéristique ¢ — £Y¥1(t,5,y) de 2! et on obtient que :
5
(9.6) vis,¥) = f (H'(zV —w*) - H (") +o" - o'“)ayzo(t,&”"'l(t,s,y)) dt.
0

On pose :

C°% = Sup
te[0,n]

oit Cp a été défini au théoréme 1 et on suppose que la constante M définie en (8.1) vérifie :

(H'H"G") (2 (1)) | (Co)®

(9.7) M > 10C°.

On veut montrer que la majoration donnée dans (8.1) est uniforme, i.e que ’'on a :
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Proposition 9.1. II existe ) strictement positif tel que , pour tout (s,y) € i, on ait ;
|(z"+l - 2% (s,¥) | € Ms.

On va décomposer la preuve de cette proposition en montrant que :

Lemme 9.2. Il existe une constante C strictement positive dépendant continiment de
M, N et R définis précédemment telle que :

(1)
[~ ) - BB e ) e < e (F) + 00D,
(2)

|f(a" — )82 (4,8 (1,5,9)) dt | < (% M lu(-g-) +C%s+Csh.
0

La formule (9.6) nous donne alors :
Lemme 9.3, Il existe une constante C' telle que, pour tout (s,y) € 04, on ait :

= 2%)s,9) | < %Ms+os%.

Prevve du lemme 9.2,
Pour montrer le premier point, on utilise la formule de Taylor-Lagrange, il existe donc
6 €]0, 1{ tel que :

/’ (H'(z¥ —w*) - H’(z”))ayzo(t,f”“(t,s, y)) dt =
v}
f‘(ly —wY - Zo) H”(ZO) 6yzu(t1 Ey+l(t) 5, y)) di
0
b [ = = O 0~ B )
a

Le deuxidme terme se majore simplement en utilisant les estimations faites sur les fonctions
2% — 2% et w¥ et la majoration de 8,z° par 1/1 :

| f (2 —w’ — "2 H® 462" —w’ — 22))8,2°(t, 1 (¢, 5, y)) dt] € Cs?
0

ol C est un majorant de H® (2% + 6 (¥ — w” — 2°)) sur Q. Il dépend donc continiiment de
Met N.

Pour majorer le terme restant, on utilise les majorations de z* — 2% et w¥ par Mt et
Nt%, ce qui nous donne :

I f (2 = w” = OV HI(0) 8,20 (1,674 8, 5,0)) |
]
< (M 4+ Na)s ] 1o, (B (20) (8,64t 5, 1)) | at
SMs ln(%) +Cs¥

d’aprés le lemme 7.4 car | (€Y1 — £°)(¢,s,¢) | € Rs(s —1). On a donc le premier point du
Jemme 8.2 '
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Pour prouver le deuxiéme point, on reprend le développement limité de 0¥ — o® qui nous
est donné par le lemme 5.1 et on a :

¢ 1 v 1 ¢ v " 1y
|/0 (0¥ - 008,21, (t,5,0) [ < 5 fo L2 = 2 H(22) 8,2° (2, €5+ (t,5,0) | d
+ 51-4 ./o | [z.'“]2 (H"G”H')(zf_)ayz‘)(t,f”'”(t,s,y)) |dt + DCys%.
Le deuxiéme terme se majore par :
fo ] (G HY)(2°) 6,2° (4,6 (2, ,9)) | dt < C°s

car [2°)(t) = O(/7) et 8,2°(t,y) = O(1/t). Pour Vautre terme, on se sert & nouveau du
lemme 7.4 ; par un calcul similaire & celui fait dans la premiére partie, on obtient :

f | [z — 2" H"(22) 8,2°(t, €1 (¢, 8, 9) |dt < M(1+CvE)s(in (g) +cy/5) +C st
0
<Ms ln(%) +Cst.

On regroupe ces deux résultats et on a prouvé le lemme 9.2 en utilisant In(3/2) < 1/2. Le
lemme 9.3 est une conséquence de ce lemme appliqué & P’égalité (9.6} en utilisant Vhypothése
(9.7 O '

10. Calzul ds w*t.
On veut résoudre le systéme suivant :

w (-1, =0

D’aprés les hypothéses (8.1) et (8.2) faites sur les fonctions z¥, w” et 6”, le systéme (10.1)
g’écrit sur Qg U $I_ sous la forme suivante :

dw*t! + (H'(2°) - ) 8yuw*t! =0
w’ (0,9} =0

La fonction nulle est solution de cette équation, on peut donc prendre :
(10.2) wt =0 sur QUO_.

Pour résoudre sur §;, on étudie I'existence des caractéristiques. On se fixe s et = positifs.
La caractéristique § — £°+1(2,5,y) de w**! qui passe par (s,y) est sclution de I’équation
différentielie suivante :

at
&t (s, 8y) =y

3&!/-:1 = H'(z* ¥\(1. v+ (2 vy
(10.3) { (t,8,4) = H'(z" —w”)(t, 8" (t5,9)) — (1)

or H' est une fonction strictement positive ainsi que la fonction —¢” donc les caractéristiques,
si elles existent, sont de pente strictement positive.
La fonction F définie par :

P {ﬁ+\(0,0) -,
' (t,y) =H'(z¥ — w*){t,y) — ”(2)



28 DESCRIPTION DE LA FORMATION D'UN CHOC DANS LE P-SYSTEME,

(8,%)

wyH — v+l
(t,O)' (8)y) w+ (t)

Fi@g. 10.1

est de classe C! donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il y a existence et unicité
d’une solution maximale £*+1 de classe C!.

Pour définir une solution de (10.1) sur £, on doit donc se donner une valeur w4 *'(¢). On
prend la solution de la deuxiéme équation de Rankine-Hugoniot et on a vu dans le lemme
5.2 que l'on a :

witt = Wzt ) [z”“]s.

On définit w”*?! solution de (10.1) par :

(10.4) 0+ (s,4) = Wi (1)
ol (,0) et (s,y) appartiennent & la méme caractéristique. On remarque que P'on & bien :
(10.5) vt e Gt (§+ \ (0,0))

On obtient alors une majoration de w”, On pose :
Wo = Wo(M)= Sup | Wz (@), 2471 () |-
te[on]
Cette constante Wy dépend de la constante M utilisée dans la proposition 9.1. On suppose
que la constante N définie en (8.2) vérifie :
(10.6) N 3 2(Co)° Wo(M).

Proposition 10.1, Il existe € > 0 et n > 0 assez petits tels que, pour tout (s,y) € Qy,
on ait :
| w6, 0)| < N o

Preuve. On reprend l'expression (10.4) et on a :
| w2, €% (2,8, 0) ) < W | 2]
< Wo (Go)® (1+ M/5) 3

Or on a vu que les caractéristiques étaient de pente strictement positive donc s < ¢ et on a
démontré le lemme d’aprés (10.6) [

Les propositions 9.1 et 10.1 ont donc montré qu’on avait des estimations uniformes sur
les suites de fonctions (z¥), et (w"),.
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Proposition 10.2. Si 7 et ¢ sont assez petits, alors il existe deux constantes Me N
strictement positives telles que, pour tout v entier et pour tout (s,y) dans £}, on ait :

(2" =) e, W) | < Ms
[w’(s, )| £ Ns?
On va également montrer qu’on a des estimations uniformes sur les dérivées partielles.

11. Estimation uniforme des dérivées partielles.
Le but de ce paragraphe est de montrer les estimations suivantes.

Proposition 11.1. Si# et ¢ sont asses petits, alors il existe deux constantes M ‘et N'
strictement positives telles que, pour tout v entier et pour tout (s,y) dans §2y \ (0,0), on

ait : oy
|6y(z" — zO)(s, y) I < m

Bw’(s,y)| < N's
v

11.1 Estimation des dérivées partielles de z¥+1.

On va d’abord donner trois lemmes techniques qui seront démontrés dans un paragraphe
ultérieur. On note ¢ — £(t,s,y) la caractéristique de z**! qui passe par le point (8,) de
0.

Lemme 11.1. Pourt € [0,8],0na:

2.1 18
B4 (E¢ ) 2 —ﬁ—(sa+ y?) avec f= =

Remargue. La constante § a une valeur purement technique comme on le verra dans la
preuve de ce lemme, elle a été choisie égale & 16/5 pour simplifier un peu les calculs.

On pose :

Cy = Sup [H"(2°(8,9) + 0 (z* — 2°)(s,9)) |
(‘:y)Eﬁ-'-;aE[O:l]

(11.1) :
My = -é-ﬁ% Co(Ca M + P)

et on suppose que la constante M’ définie en (8.1} vérifie :

(11.2) M' > 30 M.

Lemme 11.2. Si 5 et ¢ sont assez petits, alors il existe une constante C indépendante
de M' et N' et une constante C{M', N*) telles que, pour tout (s,y) dans 24\ (0,0), on ait !

0o , , y a2
A fo|(H (" = w) = B(") + 0 = o) 52" (600, 0,) |
Mo
S‘- (83+y2)% +C

BY fo'| (B~ w*) = B (B (0.6 59))’ |t < C

c¥ [ - u) o ~ 2~ w) a0 0) |
0

3 M’ f 1
< gt 111(5) m+C(M N )Ws
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Lemme 11.3.
Il existe une constante C(M’, N') telle que :

-/oal Hﬂ(z“’ — w")ay(z” — w")(t,f(t,s,y)) l dt £ M(g) + C(M', N') \/;

On va supposer que ces trois lemmes sont démontrés et on prouve alors que :

Lemme 11.4. II existe une constante C(M’', N') dépendant continiiment de M' et N’
telle que : ' ‘

1
(s +97)

Remargque. La notation C(M’, N') représente une constante qui dépend de M et N ! dont
la, valeur peut éventuellement changer au cours de la démonstration.

Preuve du lemme 11.4. On pose v(s,y) = 8y(z* 1! — 2°)(s,¥). On dérive I’équation (9.5)
par rapport & y et on obtient que v est-solution de :
(11.3)

Byv — (H' (2" — w*) +0") v = (H'(z" —w*") - H'(") + 0" - a'°) By"
+ H'(z" —w*) 8y (z* —w*)v+ (H" (2" - w")ay(z —w”) — H"(°)8,2°)8,2°.
v(0,y) =0

Les fonctions v et z*+! ont les mémes caractéristiques ; on intdgre le long de l'une d’entre
elles : :

lay (224! = 2) (s, y)l < (2Mo+ P—M’) + C(.M',N")_

(a1 < [ 16" =)= B +0* - 0y 224 (t,5,9)) | dt
vis,¥)| & A 2 uw o 4 oy’ 16\ 5 Y
+ /; | (B (2 — )3y (2" — w*) — B"(:)8,2°)8,2°(t,6(t,5,1)) |

+ ./o‘| H'"(2" —w") 8y(2" — w”Yv(t,é(1,5,¥)) ‘ dt

On utilise une inégalité triangulaire sur le deuxiéme terme et le lemme 11.2 sur le premier,
d’ot :
Mp

— 4 C

@t

+ /.| (H"(2" - w*)0y(z" - 2° —w*)0,2° | dt
0

(s, 9)| €

+ [ | (B — ) — B0, 2076t 8,0) | b

’ H'(z" —w”)8y(2" ~ w")u(t,E(1,5,%)) ‘dt

Le lemme 11.2 nous permet de majorer les deux premiéres intégrales et on obtient :

|v(8,9) | € ———— +2C + 8% m("’) G st Y +C(M', Ny

My
( PLIEN 3)&
3 , 1 t ATt
<064 1a(3) 0+ M)y €M)
Y AL L YRR O L

car 8 est majorée par 7.
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On pose : ¢(s,y) = (93 ln(%) M' + Mo) +C(M*, N').

1
(s + y2)¢

Le lemme de Gronwall permet alors de majorer v(s,) par :
jv(s, 1) | < ¢(s,9) +
[ #tee e H e — w8, - w080 I
Exp ( [ L H(2 ~ ) 8y(2 — ) (e (@, 5,)) pda) dt

D’aprés le lemme 11.3, on a:

(-]

Exp (/: | H'(z" — w") 8y(z" — w*)(e, &(o, 5,9)) Ida) €S+ C(M',N") /5.
Les lemmes 11.1 et 11.3 nous donnent également :
/0’ ot &L, 8,9)) | H" (2" — w") By (2" ~ w")(t,f(t,s,y)) | dt
g3
e +C(M',N')) x
f’ | H"(2* - w*) 8y (2" — w*)(t,£(2, 8,y)) | dt
< (8t w(3) Moy
ta(3) +C<M',N')¢s)

< ((ﬂ% ln(%) M + Mo)——r
5+ 0, N’))

On obtient finalement en regroupant ces différentes estimations :

oo,0)1 < (14 4 10(3))068% (§) 41"+ Mo) ey 4 OO,

Pour conclure, on remarque que !
14 Eﬁ% ln(g) <2

(1+~';3ﬁ* ]n( ))ﬂé ln( ) %

On a donc montré le lemme 11.4 O

L'hypothése (11.2) montre alors la premiére estimation de la proposition 11.1 si Pon
suppose s et y assez petits. En effet, on a alors :

9 pi< B
2M0+10M OM
done : 9 v
1 art
1
<M __ M
(83 + yz)i

On peut également obtenir une estimation uniforme de 8;(#*+! ~2%),on ale :
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Lemme 11.5. I existe une constante M" strictement positive dépendant de M' telle
que, pour tout {s,y) € 24 \ (0,0}, on ait :

MH
7

On revient & 'équation vérifiée par z*+! et on a alors :

|8:2*+ (8, 9) |

8zt = (H'(z" = w*) +0*) 92"+

Or, d’aprés le lemme 11.4 et ’estimation de 8,2° donnée dans le théoréme 1, on a, pour ¢
et y assez petits :

18,27+ (5,8) | < 18y2°(8,9) | + 18, (+! = 2°)(s,0)

< Co + M
(11.4) S+t (342
: 2C,
s _(s_3+y’)*

1! nous reste & estimer H'(z¥ — w”) + o* pour obtenir le résultat. D’aprés le lemme 5.1 qui

donne un développement limité de o¥ et les estimations démontrées précédemment sur 20,

ona:
o¥(s) = —H'(2(s)) + O((s° + y*)}) ot
H'(2* ~ w*)(8,y) + 0" (8) = H'(z* —w’Ys,y) - H'(2(5)) + O((s* + yz)%)
= ((=* = w*)(s,9) — 22 (8)) H" (2 () + O((s® + v*)¥)
= (2"(s,9) — 2°(8,9) — w* (s, ) H"(s2(s)) +
(2%(s,4) — 22 () H"(22(8)) + O((° +4°)?)
=0((s* +v")}).
car z¥(s,y) — 2%(8,3) — w”(5,4) = O(s) et 2°(s,y) — 2°(s) = O((s* + y?)%).
On regroupe ce résultat avec l’estimation (11.4) et on a démontré le lemme 11.5 O
11.2 Estimation des dérivées partielles de wt?
La fonction w**+? est solution de 1’équation suivante :
Bew’t! = —(H'(z" — w’) — 0*)fyuwtt!
or, d’aprés ce qui précéde, on a H'(z¥ — w”)'-— ¥ = O(1) donc les deux dérivées partielles
de w**?! sont du méme ordre.

Lemme 11.6. Il existe une constante C(M') qui ne dépend que de M’ telle que, pour
tout (s,y) € 4, on ait :
| 8s w"“(s,y)i < C(M") Vs
| 8yw*+i(s, )| < C(M") Vs

Preuve. On a défini w”+! par (10.4) en posant : w**+1(s, y) = wit'(2) avec
t € s ou t est défini de maniére unique si s et y sont connus et :

wh () = W (24 (1), 2P @) [ 4],
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On note Cw une majoration des fonctions W, 8, W et 8, W prises en 251 (2), 2Y*1(t) pour
t € [0,]. La constante Cw dépend de M ! et on a, d’aprés le lemme 11.5 :

|8l (0)] < Ow [3 ()7 [8:2+] + [*¥1] (196227 |+ 10027 D)
Mﬂ
< Cw (12(Co)* ¢ +16(Co)? %) T
< 14Cw (Co)* MVt pour ¢ assez petit.

On prend C(M") = 14Cw (Co)? M” et on a prouvé le lemme car ¢ < 5 O

Les lemmes 11.4 et 11.6 montrent la proposition 11.1. En effet, on définit le voisinage
du choc sur lequel on travaille par le lemme 11.1 pour obtenir la premiére estimation de la
proposition et on prend N’ = C(M').

12. Convergence des suites (z*) et (v”).
On va montrer que les suites (") et (w”) sont des suites de Cauchy pour la norme L.

Lemme 12.1. On & les estimations suivantes :
llo” — " Higeogomp € O [w* = 0" Nizsoonn + 11 [2 = 277 lLoetonn)
3 - -
|24 = 2|l < (" — " Ulgengay + 22 = 2" liee )

v 1 v /- B
lw** — w*|lL=(a) € & (" = @~ Higmmy + 1|2 = 2" Hlzwga) ).

Preuve. 1) D’aprés le lemme 5.1, il existe une fonction f de classe CP~2 telle que :
o = —H(2) = 3 [ —w) B+ [~ ) L [ - o))
ce qui nous donne :
g’ —g¥ 1l = _%Hﬂ(zo_)([zu . zv-l] _ [wu - wv—l])
02 b (1 o] = [ TG [ - )
o [ = PG [ - w]) = SR, [ - ).

On utilise alors la proposition 10.2 qui majore uniformément z* — 20 et w¥ et on fait un
développement de Taylor de la fonction f par rapport a la deuxidéme variable pour obtenir
le résultat. '

2) La fonction ¥+l — z¥ est la solution sur 2, de 1’équation aux dérivées partielles
guivante :

82"+ = 2*)(s,9) — (H' (2" ~ w*) + ") B (2" - 2")(s,9) =
(12.2) (H’(z""1 —w" ) - H{(z" —w") + "1 — o) 8,2 (5,9)
(4 ~ 2)(0,4) =0

On intégre le long d’une caractéristique de 27! et on obtient que :
¥
(zv+1 - z"’)(s,y) — / (H!(zv-—l _ wv—l) _ H'(zy _ wu) + a.u-l - a'”) Byz”(t,ﬁ(t,s,y)) dt
0
a3
= / (H'(# ' — v ) - H'(?" —w”)+ o~ - ") 8, (¥ — ) di +
0

-/u’ (H'(z* = w ) - H'(2* ~w*) + "' — o) 8y 2°(t,€(t, 5, y)) dt
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On utilise alors 1a formule de Taylor et le premier point du lemme pour majorer la premiére
intégrale :

Ijs (H'(Zy_l __wy—l) - H!(zv - wV)+o,v—1 _ a_v)ay (z” ._ Zo)(t,.f) dt]
0
CVE (llw” — vl + 12 — 2 Hleoq@)

car : |8y(2z* — ")), ¥ < Ct—%. On #’intéresse alors & la deuxiéme intégrale. D’aprés
(12.1), on & également :

(e =11 < (5 B(:2) + OV (I = w o + 12 = 2~ lzw)
d'ots : | /D "(aP1 = 0¥)0, 20, £, 5, ) |
< 3 (0 = 0 ey U = 2 lmee)

( fu T H(2)8, 2, (t,8,9)) ldt + C .[0 ’ %)

On introduit H"(z°) dans l'intégrale restante en utilisant une inégalité triangulaire et on
conclut grice aux lemmes 7.4 et 9.1. On obtient :

J "0 = )0y, (2, 5,4)) |

1 3 v y— v v=
< (2 (0" = e + 1 = i)

car : ./: | H(22)8,2°(2,£(¢, 8, 9)) |4t < ln(%) + C /5.

Pour majorer I'intégrale restante dans le calcul de z**+! — ¥, on utilise la formule de Taylor
et les estimations uniformes déja trouvées. On obtient, alors, en regroupant les différentes
majorations :

v 3 3 v V= -
CREE S CRES ('5 ID(E) +CVE)(llw” — v ig=qay + 1l — 2 Hz=gon)-

On prend s assez petit pour avoir 3 In(3/2)+C s < % et on a démontré le deuxiéme point.

3) La fonction w**? —w" est la solution de Péquation aux dérivées partielles suivante sur
ﬁ.}. H

By = w*)(a,3) + (2" — 0*) = 0*)8y (w'+ = w”)(s,) =
(12.3) (H'(z"" - w1 - H'(z" —w") ~ o=l 4 o) Byw’ (s, y)
(w*! - w*}(0,4) =0

On intégre le long d’une caractéristique de w¥+! et, en reprenant les notations définies en
(10.4), on obtient que :

(w* - w*)(s,9) = wit (8) - wi () +

js (.IEI”'(z""1 ~w N~ H(2 - )~ 0" 4 o) fyu' (e, &(a, 8, y)) do.
E
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Remargue. Sila caractéristique considérée coupe 'axe t = 0, on prend wi’“(t) =wh(t) =
t = 0 et le raisonnement est le méme.

On utilise alors les estimations uniformes gue 'on a montrées. D’aprés la premiére partie
du lemme, il existe une constante C telle que, pour tout (s,y) € Q,, on ait :

(12.4) {(e* —a* 1)) C (|[z" -2+ | v’ - w"'lll).

La formule de Taylor-Lagrange nous permet de majorer le reste de I’intégrale de la maniére
suivante : '

|‘/’0’(I-l"(z“"'1 — w1 — H'(2" —w")) Oyu”(s,£(t, 3, y)) dt |

< Cs (flw” — w* " igooqay + 112" = 2" Hlz=(ay) jo |y w” (2, &(t, 5,y)) | di
< Gy N' 83 (JJu¥ — w*Y|pooay + [12* — 2 Mlpeo(y )car | Byu” (8, 9) | < V' V2

ol la constante Cy a été définie en (11.1) et représente une inajoration de H”. On a
également ;

{ witi(e) = W (22 (1), 221 () [2¥ "'1]3 d’olt :
|t (t) - wh ()] C CL[2* = Pl ear [¢4] = O(VD)
On regroupe les estimations précédentes ¢t on obtient :
wt ' —w”)(s,9)| € Csllz*+! — 2"l
+Ca N' s} (flw” — 0"~ lzeoqay + [l = 2" lzoe):
On prend alors s asses petit et on utilise le point précédent pour démontrer le résultat U

Le lemme 12.1 permet de montrer la :

Proposition 12.1. Les suites de fonctions (w*),,(2*), et (¢*), convergent uni-
formément vers des fonctions w, z et o solutions du systéme (6.3). De plus, les fonctions
» et w admettent un choc en y = 0. Elles sont continues sur _ et Q2 et vérifient les

estimations suivantes : o
[(z—2")s, )| S M s

lw(s,p)| € Ns?
(e —o®)s)| < Ps

On a également les relations de Rankine-Hugoniot suivantes :

. =_\[££f:1)]
=]

(z+ w]2 = [H(z - w)] [G(z — w)]

Preuve. La convergence uniforme des suites de fonctions (w"), et (z¥), impliquent tous
les autres résultats, On va donc montrer que ces suites sont des suites de Cauchy pour la
norme L™ ().

On pose :

{-’b‘”“ = 12 — 2”||Leeqa)

yu+1 = “wv+1 - T.D”"Lou(g)
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D’aprés le lemme 12.1, on a les inégalités suivantes :
r+1 3 v v
< 7 (2" +9)
vl 1 v v
¥ g +Y)

On vérifie grace & ces deux relations que les suites (z*), et (), sopt majorées par des suites
géométriques de raison strictement inférieure & 1 et on a alors la convergence uniforme des
suites de fonctions (w”), et (z¥),. Ce résultat nous permet de passer a la limite dans le
schéma itératif car on a également des estimations uniformes sur les dérivées partielles de z*
et w” et la convergence uniforme des suites de fonctions (w”), et (2*), implique que les suites
de fonctions (Oyw”), et (8,2"), convergent faiblement vers ,w et &, z. La convergence étant
uniforme, w et z vérifient également les estimations sur les suites (w*)y et (2*}, montrées
dans la proposition 10.2 O

13. Preuve des lemmes.

On regroupe dans ce paragraphe les lemmes qui n’ont pas été démontrés précédemment.
Les trois premiers sont fondamentaux pour la preuve de Puniformité des estimations
obtenues, les autres sont essentiellement techniques.

19.1 Preuve du lemme 7.1.
L’égalité (7.9) appliquée 4 ¢ = s donne :
y+ a(s+ 1) + %) = & + (8 + 1)g(&a).

On prend 0 € t £ s et on fait la diffiérence des deux égalités précédentes ; on obtient :

y—Et,8,9) = (9(6o) — ) (s = 1) + ©°(t) — ¢°(s)
= (9(60) — 9(0)) (s — t) + O(s* — )

car @°(t) = /2 +o(t?) et tgs

= —fo(s —t) +O(s(s — )+ &5 (s — 1))

(13.1.1)

d’aprés ’hypothese (2.12) faite sur la fonction g.
On reprend la fonction y, définie en (2.7) mais calculée dans les nouvelles variables qui
redressent le choc, ce qui nous permet d’écrire :

(13.1.2) bo = y+(8,9).

On va alors utiliser les estimations montrées sur cette fonction. L’inégalité (4.3) nous donne :

0 < 13(6,) < e (()° + (v + als + 1) + ¢°(s) — z0)")
< C(s¥ +y+as+0°(9)).
car £g = «. On a donc :
(s —t)=0(s(s —8) +y(s - 1)).
car t 2 0 et p%(s) = O(s?). L’égalité (7.9) devient alors :
(13.1.3) £(t,8,y) ~y=bo(s —1) + O(a (s ~ 1) (1 +))
On a vu dans le lemme 3.5 que :

(13.14) - y+(8,0) = /5 + O(s).
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Regardons alors le cas ol y > 0. La fonction y, est de classe CP sur 4\ (0,0), on écrit
alots la formule de Taylor :

y+(8,7) = ¥4(5,0) + y Oyy4(s,0y) avec 6€]0,1]

or la fonction (¢, s, y) — y¥ 8,y (s, 0y) est uniformément bornée sur le compact [0,1] x Ty ;
en effet, d’aprés 1’identité (4.7) et V'inégalité (4.8), on a :

vt
(33 + y2)§

donc & = v+ O(s + y}). On reporte cette égalité dans (13.1.3) et on obtient :

0< y30,u4(s,69) < C c

E(t,s,y)—y:-.\/E(s—t)+0(s(8—t)+y§ (s~t)+y(s—1)).

On suppose alors ¢ assez petit pour avoir y < y¥ et (8 —1)?% < s~—1t; on a alors
y(s—1)? < y3 (s — 1) et on a démontré le lemme.
18.2 Preuve du lemme 7.2,

#° étant constant le long d’une caractéristique, on a I’égalité suivante : 2%(¢,¢(¢,5,4)) =
2%(s,y) = zo(&) d’ol, d’aprés (7.9) :

(1321) ayzu(t,l;'(t,s,y)) = 1+(::°|_(_i0))gl(£u)
On en déduit alors que :
I /O NN s B (V4 ()
(1322) 1= [ i nre = e )
At
(,0)
(s,0) (s,9)
(t,f(t,s,y))
o U
—"_—\.T_'-\_ _____ -.t=_1
o 3

FIG. 13.2

On a vu que le pied d’une caractéristique &g est une fonction croissante de la variable
d’espace y. D’aprés les hypothéses (2.12), la fonction g’ est croissante sur [0,€]. On en déduit
que la fonction :

1+(1+ 5)9"(&)))

y— - ln( 1+ g'(60)
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est décroissante. -
On considére alors la caractéristique de 2° qui passe par le point {8,0) et on note £ son
pied (voir fig. 13.2) ; on a alors d’aprés ce qui précéde :

1+ (1+8)¢' (o) 1+ (1 +8) ')
(13.2.3) - In( 1706 ) <~ In( 1+g'(€i)u)

D’aprés le lemme 3.5 et la pﬁOpoSition 3.1 donnant les régularités de la courbe de choc et
du pied de la caractéristique, £ est une fonction réguliére de la variable /5, donc il existe
une constante ¢; telle que :

€0 = /5 + ¢1 5+ ofs).

On peut alors faire un développement limité des fonctions suivantes en utilisant I’hypothése
(2.12) faite sur la fonction g et ses dérivées :

14 ¢'(Eo) = 1+ (~1+ 299(©0) & + O(s2)) = 35 + O(s3).

1+(s+1)g'E) = 1+ (s + 1)(—1+ 35+ O(s¥)) = ~s+ 35+ O(s3)

(13:2.4) =28+ 5(3'3)

avec O défini par :

F=0( <« 3C>0 < f<Cy.

al-

On _a done :

i 1) g'(€0) 28+ O(s3) 2 ~
n(LEERIE)) = (2E25) = (5 1+ 00)

On obtient, alors, en reportant ce résultat dans (13.2.2) et en utilisant (13.2.3) :

(13.2.5) ~I€h (g) + ¢/5.

Pour prouver la deuxiéme partie, on vérifie que la fonction  intégrer garde un signe constant.
I

g (fu) ] . . ) 1
— T or, d’aprés 'estimation £, = /s + O(s + y3),
si s et y sont assez petits, £o I’est aussi et pour £y assez petit, on a g'(§0) < O et :

En effet, elle est égale & :

14 (t+1)g'(6o) > 1+ (s +1)g'(§o) cart < s

or 14 (s + 1)¢'(€0) > 0 d’aprés le calcul (13.2.4). On a alors I < 0 et l'inégalité (13.2.5)
prouve le premier point du lemme.

18.83 Preuve du lemme 7.8,

On note £; (respectivement (o) le pied de la caractéristique de z° qui passe par (2,£(t, 5, y))
(resp. (t,{(t,5,4))). Ces deux caractéristiques sont représentées sur la figure 13.3. On utilise
Pidentité (13.2.1) pour exprimer 3, (H’(z°)) en fonction du pied de la caractéristique ; on
fait le rapport des deux expressions obtenues et on a :

By (H'(z°)) (1, €(t, 8, ) 9'(€o)
8, (H'(z)}(t,{(, 8, %)) 9'(Co)

Montrons que ’hypothése (7.10) entraine :
(13.3.2) o —Co = O{(s = 1)) = O(s).

1+ (1 + 8¢ (Co)

(13.3.1) | 1+ (1 41)g(&)

| =1 | % |



LE P-SYSTEME 39

(t,€(2,8,9) (t,<(2,5,9))

Eg CG t=
FIG. 13.3

On reprend les équations sous forme intégrale des deux caractéristiques :

{ £, 8, ) + a(t + 1)+ 9°(t) = &o + (¢ + 1)g(o)
Cts,v) +alt+ 1) + %) = (o + (t + 1)g{o)

En faisant la différence , on obtient :
g0 — Go + (t + 1)(g(o0) — 9(Co)) = £(t, 8,9) — C(t,8,9) = (s — )¢l 5,0)
ol 3 est une fonction bornée en ¢ d’aprés ’hypothése (7.10). On pose :

uft) = E——————i :Q;u

pour o, s et y fixés. On a alors u(s) = let:

.ﬂum=u+u+n(“&hwf[;“_””)—mg&w=&

On peut alors appliquer le théoréme des fonctions implicites pouf montrer que u est bornée
en t. En effet, on a :

OuF(t,u) =1+ (1+1) ¢ (o~ (s —t)u)
=1+(1+1)g'(Co)
Donc 8, F(t,u) > 0, d’aprés (13.2.3) pour £y et 5 assez petits. On a donc I'estimation (13.3.2)
car 8§ —t = O(s).
Cette estimation nous donne immeédiatement que :

9'(o) _ R
(13.3.3) 7o) = 1+ 0((s))

De plus, on a : _
1+ (@ + 1)g'(Co)
1+ (t+ 1)¢'(é)

7' (6o) = ¢'(60)
ENCERVPIN)

=14 (t+1)
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On définit le temps o par £(o, 5,y) = 0 et on utilise le fait que &o est une fonction réguliere
de la variable 1/c. On a donc : S

14 (t+1)g' (&) = ~t+ 30+ 0(0c3)=0(c) cart L agoet
'(Co) ~ §'(€0) = (Co — £0)g" (€0) + 0(s?)  d'aprés (13.3.1)
= (Co — £o) €0 9(0) + 0(s? + 0?) car & = O(v7)
= O(s /7).
ol '(G) — ) _ O(sv7) _ Ofe)
g 8 g g = a A = 8 = & ar § >,
i+@E+0g'E) O OKWo O(/s) ear s <

On obtient alors :

L+tg'(Co)
(13.3.4) Thoes = 109

Les estimations (13.3.3) et (13.3.4) prouvent alors le lemme 0O

13.4 Preuve du lemme 9.1
£9 est solution de Péquation différentielle suivante :

0
(13.4.1) { %i(‘:s,v) = —H'(z°)(t,£°(t, 5,1)) = °(2)
£%s,8,y) =y

et £+ est solution de P’équation difiérentielle (¢.3).
On considare le schéma suivant :

(13.4.2) { y—&nsa(t,5,0) = = _/: (H'(z" - w” ) (o, €nle, 8,9)) + 0¥ (a)) da
éolt, 5, 0) = €°(t,8,9)
On note :

(13.4.3) Cy= Max |H"(()+86(z" - 2% — w¥){(=)) |.
2€t%0€(0,1]

et on fait Phypothése de récurrence suivante !

(H.R)  |&n(t,s,y) —Eolt,8,y)| < Rs(s - 1)
avec
(13.4.4) R=3(P+C2 M).

En intégrant Péquation (13.4.1) et en retranchant le résultat obtenu & (13.4.2), on obtient
que :

enss(t,0,) ~ b0 0) | < [ 107(@) = 0%@)]
+ | H(z* — w*){(e, éale, 8,¥)) — H'(z°)(a,&o(e, 8,9)} | da.

D’aprés la proposition 8.1, on peut majorer le premier terme de la maniére suivante :

]ala”(a)—ao(a)lda £ /' Pada € Ps(s~1t).
¢ ¢
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Pour majorer le deuxiéme terme, on utilise une inégalité triangulaire :
J 16— 0o, - ) o, o <
18 = w00 ~ H )59 e
+ [ TGl 0,00) = HC ) boler ) | do

Les hypothése (8.1} et (8.2) et la formule de Taylor permetient d’obtenir la majoration
suivante ot Cp a été défini en (13.4.3) :

J G = w et n,2)) ~ B )l s,
< 16 == w0 0 = 2 - w))(@n(e0,) |
< Cy (Ms+ Ns?) _/: " da daprés les hypothéses faites sur z* — 2° et w”
< Co (M + Ny/5)s(s~1)
On utilise également la formule de Taylor-Lagrange sur le terme restant et on a alors :
J 1 5,90) — Bl 0,00 | d
= [ 1en = 02, (Bt (o 008n ~ e, | e
< Rs(s—1) / ") 0, (B (")) (et (o + B(6n — 0))(ex,5,)) | dev

d’aprés ’hypothése de récurrence (H.R.)

< (]n(-g-) + C+/3) Rs(s —t) d’aprés le lemme 7.4 et pour s assez petit.

On obtient donc en regroupant les trois inégalités précédentes :
3 3
unstons) = foto )| < (P+Cua + NV + Rn(3) n(3) + 0B ) o6

< (% + ln(%)) Rs(s—t)+ Cs3(s —1)

g%Rs(s—t)Jrcs%(a-t)

ol C est une constante indépendante de 5. On a également utilisé le fait que In(3/2) < 1/2.
On prend donc s assez petit et on a démontré I'’hypothése de récurrence.

On va maintenant montrer que la suite (€,)n converge vers la fonction £+ golution de
Péquation différentielle (9.3) en vérifiant que cette suite est une suite de Cauchy.

'€n+1(t; 4, y) - Eﬂ(tisl y) 1
= /‘ | H' (2 ~ 0*) (o, €nle, 8,9)) — H'(z" — w*){a, §n-1(e,6,9)) | dex

< f, | (n = €nm1) By (H' (2" = 0"))(, (601 + 0(n — En-1))(en 5,)) | do
< “Eﬂ - En—l”L‘”(O,a) _/o'lay (H’(Zy - wy)) (aafn—l + B(Eﬂ - s"_l)) lda
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On majore U'intégrale en utilisant des inégalités triangulaires :
./o' |6, (H'(2¥ = w*))}(a,€n-1 +6(6n — €n-1)) | do <
[ 16 ) - B 86" =X + (e =) |
+ fo.IH”(zo)B,,(z" ~ 2% = w”)(a,En1 + B(En — £n-1)) |de
[ 1002 o rms + 86n — 1) d

Pour majorer 1a premiére intégrale, on utilise la formule de Taylor sur le terme
H"(z¥ —w’) — H"(2°) et on sait que :

{ (2 — 2% — w”)(s,¥) = O(s)

8,(2" — w*)(s,5) = O(5)

Elle se majore donc par Ci s.
Pour la deuxiéme, on a supposé que !

8y(z* — 2° — w)(5,9) = O(—%)

donc elle se majore, aprés intégration, par Cy NS
Pour majorer la troisitme, on va utiliser le lemme 7.4. En effet, on a :

|€n—t + 0(&n = €nc1) —&o ] = | (1 = O)n—1 — &0) + (¢ — &0 |
S =)bn-1—&|+8&n —&ol
< Rs(s-1)
d’aprés I’hypothése de récurrence que l'on a démontré.

On peut done appliquer le lemme 7.4 car §o est une caractéristique de 2%, ce qui nous donne :

[ 1O ) (oot #0060 = ne) 1 <10 (5) 4O
QOn obtient finalement :
f0‘|3y (' (2 —16")) (2, €n1 + O(én — €n-1)) | dex
scz\/i+cls+1g(%) +c\/5:<.ln(%) +Cs
< % si & est assez petit. -
La suite (£, )n vérifie donc :

1.n
n+1 — EnllL=(o,y € %HEu —én-1llzeo,n € (5) [1€1 — €ollze=(0,5)

11 est alors facile de montrer que (€,)n est une suite de Cauchy. Elle converge donc vers une
fonction € qui vérifie (13.4.2) or £*! est 'unique solution de cette équation et on a donc :

|e¥ ¥, 8, y) — £(t,8,1)| K Rs(s —1).
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13.5 Preuve du lemme 11.1.
On note t — £°(2, 5,y) la cara.ctensthue de )a fonction z° qu1 passe par le pomt (s,¥) de
4. On a vu, dans le lemme 7.1, qu’une caractéristique de 20 vérifie :

O, s,y)—y=va(s —t) +0(s (s — 1) + 43 (s - 1))

donc, en particulier, pour la caractéristique £°(t,5,0) qui passe par le point (s,0), on a :
£°(t,5,0) = \/—(a—t)+0(s(s—t)) d’otr : €°(¢,5,0) > 5(s — 1) ~ Cs(s — ). Montrons
alors que : y— &%(, 5,y) < —£°(2, 5,0). En effet, par définition des caractéristiques de 2%, on
a:

v o) = [ (BC)0 a0+ (@) da

or la fonction y — £%(¢,s,y) est croissante. On a également vu dans le para.graphe (13.3)
que la fonction —8, (H ’(zo)) est négative ; on en déduit que y — —H'{2%)(2,£°(¢, 8, y)) est
décroissante, d’oli :

v o) == [ (FE)E s+ #(@)) do
< - / (H’(zo)(a £%a,,0)) +a°(a)) do £ 0 - €%(t,5,0)

On obtient alors :
£t 5,y) 2y +E(580) 2y+VE(s—t) —Cs(s—1)
Or, d’aprés le lemme 9.1, on a I'inégamité suivante :
[€(t,5,3) —€°(t,5,9) | S Re(s —t) d'oir:
£(t,8,y) 2 €°(t,8,y) - Rs(s — 1)
> y+Vi(s (1 - (C+R)V3).
On en déduit que, pour s et y assez petits, on a :

(13.5.1) £, 5,y) 2 y+--x/‘(s~—t) pour t € [0,s]

Remargue. La constante est prise égale a v/3/2 de maniére arbitraire; on aurait pu
prendre n’importe quel réel positif et strictement plus petit que 1.

Onay>=0ets>tdonc:
e’*>y2+%s(s—t)2 et
t3+£2;y2+%s(s——t)2+t3.

On étudie alors la fonction f définie par :

[0,5]—- R
f:{ tr-r%s(s-t)z—l-ta

et on montre que f(t) 2 f(s/2) 2 % $°. On a donc :
t3 +£2

3 2 3
16 S+ 6(y + ).
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13.6 Preuve du lemme 11.2.

On utilise les estimations de la proposition 4.1 majorant 82.2°(t, y) par Co (B +y2)y ¥ et

celles de la proposition 10.2 majorant 2 — 29 et w” respectivement par Mt et N t3 ainsi
que la définition de la constante C; donnée en (13.4.3) et on obtient :

dt
(5 +€2(2,8,))

f (Co(Mt + Nt3)+ Pt)dt daprés le lemme 5.1.1
0

A< G ]'(Cg(Mt+Nt%)+Pt)
0
ge.
Scﬂ (83+y2)%

Co pt @2y M, &
<Gaaf (€2 M + )5 +50aNst) < e

car Mo=%B%Cg(CgM+P) et s%'..<,,(33+y2)§

1 2
SMUW-FCC&I 82$(83+y2)3.

+§C7002Nﬁ%

On montre de méme grice au lemme 11.1 la majoration de Vintégrale B. En effet, on a, en
utilisant un développement de Taylor :

B [ 15— 8= 00 = =) (B )
dt

@+, 5)}

avec Ca= Max [|H"(®+6(2 —2°— w*)) |
z€lL0€[0,1]

< Cs f(Mt+Nt%)
0

Bt f .
€ Cg—-—g Mt + Nt3)dt d’aprés le lemme 11.1
3(s3+y2)§ o ( ) P

<Cs f (M+NVt)dt<C
0

II nous reste & estimer l'intégrale C. On utilise une inégalité triangulaire, ce qui nous donne :

0 [ 1@ —u) - I " = = w) 9t els ) |
+ f;| H"(2%) 8,( — 2° - w”) 8, 2° (¢,£(t, 5,1)) | dt

Pour majorer la premiére intégrale, on utilise 1a formule de Taylor et la constante C3 définie
plus haut; on a:

|(H"(z* —w*) = H'(")(t,0) | < Ca (12 — 2" |+ |w* D
$C3(Mt+N t%) d’aprés la proposition 10.2

On a supposé :

v M’
|6,,(zv —z20—w )(s,y)| < m-{-}v’\/{.
On a également va que :
Co

0 Al ——p—— &
|ayz' (S:y)té-. (t3+y2)§
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La premiére intégrale obtenue dans la majoration de C donne alors :

fo'l (H"(z" - w*) — H"(2°)) 0y (2" — 2 — ) 8,2°(t,€(t,5,9)) | dt
’ 3 M ' AN
<CsCo /0 (b1t + N8) (G gyt + \/)(ﬁur&z)§ < G, N') /.

Le lemme 11.1 nous permet de majorer l'intégrale restante :

LalHI’(zD)BV(zV - zO - le) avzu(t!e(t: s,y)) Idt
< f lHn(zU) 3gz°(t,{(t,s,y))| ((t3+£il(lt’s y))% +N'\/E) di
3 3
_(saﬁ——__—-fﬁ)i / | H"(2°) 8,2° (+,6(t, 8,9)) {dt + C(M!,N')/5

< (sfi}:ﬂ)% (in ( )wﬂ

d’aprés les lemmes 7.4 et 9.1 et avec

£p caractéristique de #° qui passe par (s,¥)

On obtient finalement :

: ﬂ“ 3 r ot
cC<M M(ss+y2)* ( )+C(M NY /5.

19.7 Prenve du lemme 11.5.

On utilise U'inégalité triangulaire pour séparer 'intégrale a majorer en trois intégrales.

L[mvhwﬂMf—wmﬂmqu
& [ 1 = w) = BED A — e e
b [ 1 -~ )
+ [ 10,2085 1
Les deux premitres intégrales se majorent s par C(M',N’) /5. En effet, on a:

(z" -2 -uw)e ) = O(s)
By(s" — w)e,3) = O(3)
u__zo__wv 8 = __1_

8,(= o) = O(72)

Pour la dernitre intégrale, on applique les lemmes 7.4 et 9.1 comme cela a été fait dans
la preuve du lemme précédent et on obtient :

lLs H"(z* —w”)8y(z" — w”)(t,£(2, 5,9)) dtl £ lu(—g-) +C(M',N") V5.
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