
Agrégation interne

UFR MATHÉMATIQUES

Exercice

Pour tout entier naturel n, on pose

In =

∫ π

2

0

cosn t dt.

1) Calculer I0 et I1.

2) Montrer que, pour tout entier n, In > 0.

3) Montrer que la suite (In) est décroissante.

4) Montrer que, pour tout entier naturel n, (n + 2)In+2 = (n + 1)In. En déduire In pour tout n.

5) Montrer que In ∼
n→+∞

In+1.

6) Montrer que la suite
(

(n + 1)InIn+1

)

n∈N
est constante. En déduire que In ∼

n→+∞

√

π

2n
.

Éléments de solution

1) I0 =
π

2
et I1 = 1.

2) Sur l’intervalle [0, π/2], la fonction cos est positive donc In ≥ 0. Supposons que In = 0. Alors, comme la fonction
cosn est continue et positive sur [0, π/2], elle est nulle sur cet intervalle. Absurde. On a donc, pour tout entier
naturel n, In > 0.

3) Soit n ∈ N.

In+1 − In =

∫ π

2

0

cosn t(cos t − 1) dt

Or, cos t − 1 ≤ 0 et, pour t ∈ [0, π/2], cosn(t) ≥ 0. On en déduit que la suite (In) est décroissante.

4) On va montrer l’égalité en faisant une intégration par parties ; celle-ci est justifiée par le fait que les fonctions
t 7→ cos t et t 7→ cosn t sont de classe C 1 sur l’intervalle fermé d’intégration.

In+2 =

∫ π

2

0

cosn+2 t dt =

∫ π

2

0

cosn t (1 − sin2 t) dt

= In −

∫ π

2

0

(

cosn t sin t
)

sin t dt

= In −

[

1

n + 1
cosn+1 t sin t

]
π

2

0

+
1

n + 1

∫ π

2

0

cosn+1 t(− cos t) dt

= In −
1

n + 1
In+2

On en déduit que (n + 2)In+2 = (n + 1)In+1.
On montre alors par récurrence que

I2n =
(2n)!

22n(n!)2

π

2

I2n+1 =
22n(n!)2

(2n + 1)!



5) Comme la suite (In) est décroissante et strictement positive, on a

0 < In+2 ≤ In+1 ≤ In.

En divisant par In qui est strictement positive et en utilisant la relation obtenue à la question précédente, on en
déduit que

0 <
n + 2

n + 1
≤

In+1

In

≤ 1.

On en déduit, par le théorème des gendarmes, que lim
n→+∞

In+1

In

= 1 et donc que In+1 ∼
n→+∞

In.

6) Soit n ≥ 0, alors un = (n + 1)InIn+1 = (n + 2)In+2In+1 = un+1. On en déduit que la suite (un) est constante et

donc que, pour tout entier naturel n, (n + 1)InIn+1 = I0I1 =
π

2
.

L’équivalence obtenue à la question précédente donne alors

I2
n

∼
n→+∞

π

2n
.

Or In > 0 donc on peut prendre la racine carrée et on obtient le résultat demandé.
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