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Exercice

Soit m un entier naturel. On note (E,,) I'équation
&
(En) Z F =0.

1) Montrer que I'équation (E,,) admet une unique solution réelle a,.

2) Montrer que la suite (a,) diverge.

‘Eléments de solution‘

no_k n k-1
1) Posons P, (z) = Z % On a alors P/ (z) = Z h = P,_1(x).
k=0 k=1 V"
Comme Py(z) = 22/2 +x + 1 > 0, P; est strictement croissant. Or lim P3(z) = —oc et IiT Ps(x) = +o0.

De plus P; est continu donc c'est une bijection de R dans R. On a donc existence et unicité d'un réel a; tel que
Pyx1t1(au) = 0.
On va alors montrer le résultat par récurrence sur n. Soit H,, I'hypothese

Popa(z) <0siz < ay,

Vr eR, Py, (x) >0 et dla 0, Popi1(a,) = 0 avec )
» Pon(2) n 7 0 Ponta(an) Pypi1(x) >0siz > ay,

H; est vrai d’aprés ce que I'on vient de montrer.

Soit n € N*. Supposons H,, vraie et montrons que H, 1 est vraie.

Comme P;, ., = Popq1, Popio est décroissant sur ] — oo, ary [ et croissant sur Jay,, +o0ol. Il admet donc un minimum

€n P2n+2(an)-

o2n+2 o2n+2
Or Py, n) = P, b, =z = —= > 0. Donc Vx € R, P, > 0.
r Panya(an) on+1(an) + @n+2)  @n+2) onc vr 2n+2()
Comme Pj, . 3 = Psy12, Poyy3 est strictement croissant. Or  lim P, 3(z) = —oo et “T Pypy3(x) = +00. de

plus P53 est continu donc c’est une bijection de R dans R. On a donc existence et unicité d'un réel a,, 1 tel que
Popi3(ans1) = 0. De plus Pa,13(0) = 1 donc a4 # 0.

On en déduit également que P»,,3(x) est strictement négatif (respectivement strictement positif) si €] — 00, 41|
(respectivement z €]ay, 11, +00[). On a alors montré que H,,11 est vraie.

On a donc montré par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un unique réel v, tel que Py, 11(c,) = 0.

2) Soit M € R. On a lim Pos1 (M) = e > 0. On a donc

dng € N, Vn € N, (n2n0:>P2n+1(M)>O)
dng € N, Vn € N, (n > nyg — P2n+1(M) > P2n+1(an))

Or la fonction P, 1 est strictement croissante. On a donc montré que

VM eR, IngeN, VneN, (n>ny= M > a,)



