
Agrégation interne

UFR MATHÉMATIQUES

Exercice

Soit (un) une suite de réels convergeant vers un réel ℓ. On définit une suite (vn)n∈N∗ par

vn =
1

n

n
∑

k=1

uk.

Montrer que la suite (vn) converge vers ℓ.

Application - Déterminer la limite de

n
∑

k=1

k + 1

2kn + k

Éléments de solution

Soit ε > 0. Comme lim
n→+∞

un = ℓ, il existe n0 ∈ N tel que, pour tout entier n ≥ n0, |un − ℓ| < ε.

Soit n ≥ n0, on a
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Or, pour n0 fixé,
1

n
lim

n→+∞

∣
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∣ = 0. Donc il existe n1 ∈ N tel que, pour tout entier n ≥ n1,
1
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∣ < ε.

On a donc, pour tout entier n ≥ max(n0, n1),

|vn − ℓ| < ε +
1

n

n
∑
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ε

< ε +
n − n0

n
ε < 2ε

On a alors prouvé que lim
n→+∞

vn = ℓ.

Application - Il suffit d’écrire
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=
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Remarque : on a également les résultats suivants :

− si lim
n→+∞

un = +∞, alors lim
n→+∞

vn = +∞.

− si (un) est monotone et lim
n→+∞

vn = ℓ, alors lim
n→+∞

un = ℓ. (si (un) est monotone, alors soit elle converge vers un

réel ℓ, soit elle diverge vers +∞ ou −∞. Raisonner ensuite par l’absurde en utilisant le lemme de Césaro)


