
Agrégation interne

UFR MATHÉMATIQUES

Exercice

Soit C un cercle de rayon 1. Pour tout entier n ≥ 2, on désigne par an le périmètre d’un polygone régulier à 2n côtés
inscrit à C , puis par bn le périmètre dun polygone régulier à 2n côtés circonscrit à C .

Montrer que les suite (an) et (bn) sont convergentes et déterminer leurs limites.

Éléments de solution

Par l’inégalité triangulaire, on a an < an+1. Par conséquent, (an) est une suite croissante. De façon plus formelle, on

montre facilement que an = 2n+1 sin
π

2n+1
et bn = 2n+1 tan

π

2n+1
. Comme

π

2n+1
∈ [0,

π

2
], on a an > 0 et bn > 0. Par

ailleurs comme sin(2x) = 2 sinx cos x et tan(2x) =
2 tanx

1 − tan2 x
, on a

an+1

an

= 2
sin
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π
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)

sin
(
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(
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) > 1

bn+1

bn

= 2
tan

(

π
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)

tan
(

π
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) = 1 − tan2 π
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< 1,

c’est-à-dire que les suites (an) et (bn) sont respectivement croissante et décroissante.

De plus,

bn − an = 2n+1 sin
( π

2n+1

)

(

1

cos( π

2n+1 ) − 1

)

donc lim
n→+∞

(bn − an) = 0.

Les suites (an) et (bn) sont donc adjacentes. Elles sont donc convergentes et ont la même limite.
Remarque : leur limite commune est π qui est le périmètre du cercle C de rayon 1.


