
Agrégation interne

UFR MATHÉMATIQUES

Exercice

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit f un endomorphisme de E dont le polynôme caractéristique
est irréductible. On veut montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est la matrice compagnon
du polynôme caractéristique.

1) Soit u ∈ E avec u 6= 0. On pose V = Vect{u, f(u), . . . , fn−1(u)}. Montrer que V est stable par f .

2) On considère W un supplémentaire de V dans E. Montrer que W = {0}. Conclure.

Éléments de solution

1) Soit Pf (X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an le polynôme caractéristique de f . D’après le théorème de Cayley-Hamilton,

Pf (f) = 0 donc fn = −a1f
n−1 − · · · − an Id. On en déduit que fn(u) = a1f

n−1(u) − · · · − an u. L’image par f

d’un vecteur générateur de V est donc dans V , c’est-à-dire que V est stable par f .

2) Soit W un supplémentaire de V dans E. Si W 6= {0}, alors la matrice de f dans une base adaptée à la somme
E = V ⊕ W est de la forme
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0 C





car V est stable par f .
Le polynôme caractéristique de f est alors égal à Dét(X Idp −A)Dét(X Idn−p −C) et n’est donc pas irréductible.
Absurde donc W = {0} et V = E. Le système générateur de V ayant n éléments est une base de E. Dans cette
base, la matrice de f est

















0 0 . . . 0 −an

1 0
... −an−1

0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

0 . . . 0 1 −a1

















C’est donc la matrice compagnon de Pf (X).


