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Exercice

Soit (a1, ...,a,) € C". Calculer le déterminant de la matrice M définie par
al an cee Qp—1 (07
an Q1 an an—1

M = . "o, al
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a2 as G, ai

Eléments de solution

ORI ()
00 ... 0 1
1 0 0
Soit # = (e1,...,e,) une base de C™ et f I'endomorphisme représenté par la matrice A dans la base %.

On a alors f(e1) = en et f(e;) =e;—1 pour 2 < i < n. Donc f™ = Id, ce qui se traduit matriciellement par A™ = [,.
Le polyndme P défini par P(X) = X™ — 1 est donc un polynéme annulateur de A; or il est de degré n, c’est donc,
au signe pres, le polynéme caractéristique de A.

P étant scindé et a racines simples, on en déduit que A est diagonalisable : il existe une matrice P inversible telle que

2i(n—1)m

A =P 'DP avec D = diag(l,e",...,e = ).

Posons Q(X) = a1 + axX +---a, X" !, alors M = Q(A). Do
M = P'Q(D)P.

On en déduit que

Dét(M) = Dét(Q(D)) = 1:[ Q™).

k=0



