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Exercice

Soit P(X) un polyndme unitaire de C[X] de degré n, de racines A1,..., A\, (non supposées distinctes). On suppose
que P(X) est a coefficients entiers.
Pour ¢ € N*, on pose

P(X)=(X =AM x...x (X —=)\2).

Montrer que P,(X) est lui aussi a coefficients entiers.

‘Eléments de solution

Posons P(X) = X" + a1 X" ' + .- +a, avec (ai,...,a,) € Z".
Soit A la matrice compagnon de P :

0 0 ... 0 —an

1 0 D —ap-1
A4=1l0 1 -

N :

0O ... 0 1 —ay

Le polyndme caractéristique Dét(X 1d — A) de cette matrice est le polynéme P.
La matrice A est triangularisable sur C. |l existe une matrice @ de GL,(C) telle que

Al kL. %
Qlag=|° *
0 0 X\
On a alors pour tout ¢ < 1 entier
xR *
Q1410 — 0 A
0o ... 0 X\

Le polynéme caractéristique de AP est donc le polynéme P,(X). Or la matrice A7 est, comme A, a coefficients dans
Z donc le polynéme P,(X) est a coefficients entiers.



