
Agrégation interne

UFR MATHÉMATIQUES

Exercice

1) Déterminant de Vandermonde
Soit (a1, . . . , an) ∈ Cn. Calculer

Vn = Dét
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2) Déterminant de Cauchy
Soient (a1, . . . , an) ∈ Cn et (b1, . . . , bn) ∈ Cn tels que, pour tout 1 ≤ i ≤ n, ai + bi 6= 0. Montrer que

Cn = Dét

(

1

ai + bj

)

1≤i,j≤n

=

∏

i>j

(ai − aj)(bi − bj)

∏

1≤i,j≤n

(ai + bj)
.

Éléments de solution

1) Soit P (x) =

n−1
∑

k=0

λkxk + xn−1. Alors, en utilisant les propriétés des déterminants, on a

Dét
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= Dét
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Prenons P (x) =
n−1
∏

k=0

(x − ai). En développant par rapport à la dernière colonne, on en déduit que

Dn = P (an)Dn−1 =
∏

1≤i≤n

(an − ai)Dn−1

et une récurrence peremt alors de conclure que

Dét
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=
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai).



2) On définit une fraction R par

R(x) =
(x − a1) . . . (x − an−1)

(x + b1) . . . (x + bn)
=

n
∑

k=1

λk

x + bk

avec λk =
(bk + a1) . . . (bk + an)

(bk − b1) . . . (bk − bk−1)(bk − bk+1) . . . (bk − bn)
.

On a donc, en utilisant les propriétés des déterminants (on remplace la dernière colonne par la somme des λi fois
la ième colonne)

Cn =
1

λn

Dét
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Comme R s’annule en tout point ai avec 1 ≤ i ≤ n − 1, on en déduit que Cn =
1

λn

R(an)Cn−1.

On peut alors conclure par récurrence.

Remarquer que Cn(ai, bi) =
Vn(ai)Vn(bi)
∏

1≤i,j≤n

(ai + bi)
.
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