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Exercice

Q(X)=P(X +1) - P(X)
V@ € R[X], 3P € R[X], 1
AP@M

Montrer que

=0

‘Eléments de solution

On définit une forme linéaire non nulle par
R[X]—R

PHA?mm

Ker ¢ est donc un hyperplan de R[X]. Posons Py(X) = 1. Comme ¢(F) # 0, on a R[X] = Kerp @ Ro[X].
Ainsi, résoudre |'exercice revient a établir que |'application linéaire :

Kerp — R[X]

A1 P (X +1) - PX)

est bijective.

Montrons que A est injective. Soit P € Ker A, alors P(X + 1) — P(X) = 0. Comme P € Ker ¢, s'il n'est pas nul, P
n'est pas un polynéme constant. Donc il admet au moins une racine complexe. Mais, d'aprées P(X + 1) = P(X), il en
admettrait une infinité. Absurde donc P = 0.

Montrons que A est surjective. Pour le montrer, il suffit de vérifier que, pour tout n € N, A(R,,11[X]) = R,[X].
Soit A, : R1[X] N Kerp — R, [X] définie par A(P) = P(X + 1) — P(z). Ker A = {0} par injectivité de A.
Déterminons ImA,,. On a

dim(Im A,) = dim (R,+1[X] N Ker @) — dim(Ker A,,) = dim (R,,1[X] N Ker ¢) .

n+1 n+1

Soit P € Ry,41[X] N Kergp. On a alors P(X) = Zain- et p(P) = Z % — 0. 0r I'application de R"+!
i=0 =0 +1
n+1 @
dans R qui, a (ag,...,an,an11) associe Z +l est une forme linéaire non nulle donc son noyau est de dimension
7
i=0

dmR"™? —1=(n+2)—1=n+1.

On en déduit que dim(ImA,,)) = n + 1 = dim(R,,[X]). Donc Im A,, = R,,[X] car ImA,, C R,[X]. L'application A
est donc surjective.

On a montré que A est bijective, ce qui résout |'exercice.



