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Exercice

Soit F =R, [X] et ag, a1, ...,a, des réels tous distincts. On définit n + 1 polyndmes par
n
H )
k=0, 7&1 ~ )

1) Montrer que { Py, ..., P,} forment une base de R, [X]. Elle est appelée base de Lagrange.

2) On pose Vy(ao, ..., an) = Dét(((ai)j)0<ij<n). Soit Qn(X) = Va(ao, - -, an—1, X).
a) Montrer que Q,(X) € R,[X]. Déterminer ses racines.

b) Ecrire Q,,(X) dans la base de Lagrange. En calculant Q,,(0) de deux manigres différents, montrer que
Qn(X) = (X — ao) X X (X — an_l) Vn_l(ao, 80 ,an_l)
C) En déduire la formule V,(ag, .. ., a,) = H (a; —a;).

0<i<j<n

3) Montrer que tout polyndme P de Ry[X], on a

/ P(t)dt = £ (P(0) +4P(3) + P(1)).

Q1- 109; Q2 - 309-310; Q3 - 220

Eléments de solution

1) On définit n + 1 formes linéaires par

f E—>R .0
i - our=4U,...,
P — P(a;) pour "

On sait que dim E* =dimE =n + 1.
Soit F' = Vect{fo, ..., fn}. Déterminons la dimension de F*.

PcFt«—Vic{0,...,n}, fi(P)=0<=Vic {0,...,n},P(a;) =0

P € F* est donc un polyndme de degré inférieur ou égal a n ayant n + 1 racines distinctes ; c'est donc le polynéme
nul. Donc dim F'- = 0 et on en déduit que dim F = n + 1. D'ou F = E*.

Comme P;(a;) = 0;;, le systeme { fo, ..., fn} est la base duale de {F, ..., P,} et le systtme { P, ..., P,} est une
base de R, [X].



2-a)

1 ag ag ..ooag
a1 a% ...oaf

Qn(X) = Dét
1 X X2 ... X»

En développant par rapport a la derniere ligne, on montre que @Q,(X) € R,[X]. De plus, pour tout
i € {0,...,n— 1}, Qn(a;) = 0 car le déterminant a deux lignes égales. Le polyndme @, (X) est donc de

degré n ; or on a trouvé n racines distinctes, donc on les a toutes.

b) En utilisant la base de Lagrange, on peut écrire

Dol Q,(0) = Qn(an)P(0).
En développant Q,,(0) par rapport a la derniére ligne, on a également Q,,(0) = (—1)" HZ’:_Ol a;Qn_1

Avec les deux formules, on déduit que

(an—l)-

n—1

Qn(an) = H(az N an)Qn—l(an—l)

=0

C) Le résultat s'obtient par récurrence.
1

3) On définit une forme linéaire sur Ro[X] en posant ¢(P) = [ P(t)dt. Posons ag =0, a; = 1/2 et ap = 1. D'apres

ce qui précéde, ¢ est une combinaison linéaire de fy, f1 et fg. Donc, il existe \g, A\1 et A trois réels tels que, pour
tout P de Ry[X], o(P) = AP (0)+ A\ P(1/2) + \p P(1). Pour déterminer les )\;, il suffit de faire le calcul pour des
valeurs de P bien choisies.

Si P(z) = z(x — 1), alors ¢(P) = —1/6 = A\1(—1/4) donc \; =2/3.

Si P(z) = z(x — 1/2), alors ¢p(P) = 1/12 = Xp(1/2) donc X\» = 1/6.

Si P(z) = (z —1/2)(x — 1), alors p(P) = 1/12 = X\g(1/2) donc Ao = 1/6.



