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Exercice

Soit ¢ une forme quadratique sur un K-espace vectoriel E de forme polaire b.
On dit qu'un endomorphisme u de E conserve ¢ si :

Vo e E,q(u(z)) = q(x).

On dit de méme que u conserve b si :
Va,y € E,b(u(z),u(y)) = bz, y).
1) Montrer que : u conserve b <= u conserve q.

2) Soit O(q) = {u € GL(E), u conserve q}. Montrer que O(q) est un sous-groupe de (GL(E), o). O(q) est appelé le
groupe orthogonal de g.

3) On suppose E de dimension finie et ¢ non dégénérée.
Montrer que : Vu € O(q), Dét(u) = £1.

4) Déterminer O(q) lorsque E = R? et ¢(z) = 2z122 ot & = (21, 72).

‘Eléments de solution

1) = est clair puisque g(z) = b(x, ) et <= résulte pour sa part de la linéarité de u et du fait que
b(z,y) = [q(z +y) — q(z) — a(y)]/2 .
2) O(q) est non vide (puisque il contient I'identité). Soient alors u et v dans O(q). Pour x et y dans E,

q (uov(x)) = qlu(v(z))] = q(v(z)) = q(z)
donc uowv € O(q). D'autre part,
g(x) = qlu(u™(z))] donc ¢(z) = g(u™"(z))

et donc u=! € O(q).

3) Soit u € O(q). Soit Z une base de E. On note B la matrice de ¢ et M celle de u dans la base %.
On suppose que V € E, glu(z)] = q(x) ce qui se traduit par :

VX (MX)BMX = 'XBX.

D'otl M BM = B et donc Dét(M)? Dét(B) = Dét(B) soit Dét(M)? = 1 puisque g est non dégénérée.
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4) Avec les mémes notations que précédemment et en travaillant dans la base canonique de R? ol M = (c d)'

u € O(q) &= 'MBM = B

= 0)Q o) 2)-(0)

<= ac=0, ad+bc=0etbd=0
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