1. Définition d’une application linéaire

Définition 1 — Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K et f une application
de E dans F'. Dire que f est linéaire signifie que les deux assertions suivantes sont vraies :

V(z,y) € E*,  flz+y) = f(z)+ f(y)
VAeK, Ve e E, f(Ax)=Af(z)

Ces deux assertions peuvent étre réunies en une seule :

V(z,y) € E?, VA €K, f(z+Ay) = f(x) + Af(y).
On note .Z(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F' et .Z(FE) I'ensemble des
applications linéaires de F dans FE.

Proposition 2 — Z(FE, F) est un espace vectoriel sur K.

Remarque - Si f est linéaire, alors f(0g) = 0. (Faire A = 0)
VOCABULAIRE - Soit ' un espace vectoriel sur un corps K.

— Un endomorphisme d'un espace vectoriel F est une application linéaire de E dans F.
— Un isomorphisme de E sur F est une application linéaire bijective.

— Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

— Une forme linéaire sur E est une application linéaire de F sur K.

Soient E un espace de dimension finie n et f € £(E,F). L'application f est entiérement
définie par I'image des vecteurs d'une base (ey,...,e,) de E car, d'aprés la linéarité de f, si
T =x1e1+ -+ pen, ona f(z) = f(rrer+- - +xnen) = w1f(e1) +- -+ a0 f(en) pour tout
z de F.

Exemples - e La dérivation et I'intégration sont des applications linéaires (attention au choix
des ensembles de départ et d'arrivée)
e En géométrie vectorielle de dimension 2 ou 3, les rotations, symétries, homothéties
et projections sont des applications linéaires.

On définit la loi 4 sur Z(E) comme étant la loi d'addition des fonctions, la loi x comme étant
la multiplication par un scalaire, élément de K, d'une fonction de .Z(FE) et la loi o comme étant
la loi de composition de deux fonctions.

Proposition 3 — Soit E un espace vectoriel sur un corps K. (£)(FE), +, x,0) est une algébre
sur K.

Démonstration : en effet, (L (FE),+, x) est un K-espace vectoriel. La loi o est une loi de
compostion interne et est distributive par rapport 3 I’addition. On a de plus, pour tout (a,b) € K2

et pour tout (f,g) € (,i”(E))2 (ax f)o(bxg)=(axDb)(fog) parlinéarité. m
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2. Image et noyau

Proposition 4 — Soit f : £ — F une application linéaire et G un sous-espace vectoriel de
E. Alors f(G) est un sous-espace vectoriel de F. En particulier, f(E) est un
sous-espace vectoriel de F', appelé image de f et noté Im f.

Démonstration : soit G un sous-espace vectoriel de E. On a
f(G)={f(z): z € G}.

C’est un sous-ensemble de F'. Il est non vide car 0 € G. En effet, G est un sous-espace vectoriel
de E, donc f(0g) = 0r € f(G).

Soient y; et y, deux éléments de f(G) et A € K. Montrons que y; + A\y» € f(G).

Par définition de f(G), il existe x1 et xp, éléments de G tels que y; = f(x1) et yo = f(x2). On

a alors
Y1+ Ay2 = f(x1) + A f(22)
= f(z1 + Axp) par linéarité de f
Or x1 + Axp € G car G est un espace vectoriel donc y, + \y» € G. O
Remarque - Si F est de dimension finie, on peut remarquer que Im f = Vect{f(e1),..., f(en)}
ou {e1,...,e,} est une famille génératrice (ou une base) de E. Pour définir une application

linéaire sur E, il suffit donc de définir les images des vecteurs d'une base de F.

Définition 5 — Soient E et I’ deux espaces vectoriels de dimension finie et f € Z(E, F). La
dimension de Im f est appelée rang de f et est notée rg f.

Proposition 6 — Soit f : F — F une application linéaire. On pose
Kerf={z € E; f(z) =0}
ou 0= OF.
Ker f est un sous-espace vectoriel de E appelé noyau de f.

Démonstration : Ker f est non vide car f(0p) = Op.
Soient x1 et x deux éléments de Ker f et A\ € K. Montrons que x1 + Axp € Ker f. On a
fx1 4+ Az2) = f(z1) + Mf(x2) = 0. Donc x1 + Axp € Ker f. mi

3. Injectivité, surjectivité et bijectivité

Proposition 7 — Soit f € Z(E, F). f est surjective si et seulement si Im f = F'.

Démonstration : comme Im f = f(E), le résultat est évident O
Proposition 8 — Soit f € Z(E, F). f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

Démonstration : supposons | injective. Soit x € Ker f, alors f(x) = 0 = f(0) donc x = 0 par
définition de I'injectivité. On a donc Ker f = {0}.

Réciproquement, supposons que Ker f = {0}. Soient x et y deux éléments de E tels que
f(x) = f(y). Par linéarité de f, on en déduit que f(x —y) = 0 donc v —y € Ker f. Or
Ker f = {0}, d'ott x = y et [ est injective. O

Proposition 9 — Soit f € .Z(FE, F) et {v; }icr une famille de vecteurs de E.

a) Si f est injective et si la famille {v;};c; est libre dans E , alors la famille { f(v;)}iecs est libre
dans F'.

b) Si f est surjective et si la famille {v; };cs est génératrice de E, alors la famille {f(v;)}icr est
génératrice de F.

c) En particulier, si f est bijective, I'image d'une base de E est une base de F'.

Démonstration :
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— Supposons | injective et soit {v;};c; une famille libre d'éléments de E.
Montrons que { f(v;)}icr est une famille libre de F.
Soient (\;)icr des scalaires et J un sous-ensemble fini quelconque de I tels que

D Xif(vi) =0, alors f(O Aw;) =0

ieJ i€J

On en déduit que Z Av; € Ker f; or f est injective donc Z Aiv; = 0. Comme la famille
ieJ =

{vi}ics est libre, la famille {v;};c; I'est aussi et on en déduit que tous les \; sont nuls, d'odl
le résultat.

— Supposons [ surjective et soit {v;};cr une famille génératrice de E. Montrons que la famille
{f(v;)} est génératrice de F. Soit y un élément de F. Comme f est surjective, il existe
x € E tel que y = f(z). Or x s'écrit comme une combinaison linéaire des v;, donc, par
linéarité de f, y = f(z) s'écrit comme une combinaison linéaire des f(v;).

— Une base étant une famille libre et génératrice et une application bijective étant injective et
surjective, le troisiéme item est un corollaire des deux précédents.

4. Théoreme du rang

Théoreme 11 — Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € Z(E, F). On
a

’dimE =rg f + dim(Ker f) ‘

Démonstration : posons dim E = n et dim(Ker f) = r. Montrons alors que rg f =n —r.

Soit {wy,...,w,} une base de Ker f et {vy,...,v,_,} une famille de vecteurs de E telle que

{wy, ..., wp,v1,...,0,_,} soit une base de E.

On pose 8 = {f(v1),..., f(Vn—r}. Montrons que % est une base de Im f.

— Montrons que 9 engendre Im f.
Soit y = f(x) € Im f. x s'écrit (de maniére unique) x = aywy + - - - + a,w, + byvy + -+ +
bn—rVn_r. En utilisant la linéarité de [ et le fait que les w; appartiennent a Ker f, on obtient
que y est combinaison linéaire des f(v;) donc % engendre Im f.

— Montrons que A est une famille libre de F.
Soient (A1, .., Ap—r) € K"" tel que A1 f(v1) + -+ 4+ Ay f (Vnu—rr) = 0. Par linéarité de f,
on en déduit que \jvy + -+ + Ay_yvn— € Ker f donc il existe (u1,...,pu,) € K" tel que
A1+ AU = pawy + -+ + ppw,.. Comme la famille (wy, ..., wp,v1, ..., Vpey)
est libre, on en déduit que A\ = --- = A\, = 0 et A est libre.

O

Corollaire 12 — Soit f € Z(F, F) ol E et F sont deux espaces vectoriels de méme dimension
finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est injective
ii) f est surjective
iii) f est bijective

Démonstration : si f est bijective, alors elle est injective. On a alors Ker f = {0} et, d’aprés le
théoréme du rang, dm E = rgf = dimIm f. Comme Im f C F et que dim E' = dim F, on en
déduit que Im f = I et f est surjective. De méme, si f est surjective, alors dim E = rg f donc
dim(Ker f) = 0 et Ker f = {0}, ce qui veut dire que f est injective. Comme on I'a supposé
surjective, on a montré qu’elle est bijective. O

-3 -
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Corollaire 13 — Soit f € Z(E). On les équivalences suivantes :

f est bijective <= Ker f = {0} <= Im f = E.

5. Matrices associées aux applications linéaires

Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie n et p respectivement.

Définition 14 — On appelle matrice de f dans les bases {e1,...,e,} de E et {fi1,..., fp} de
F' la matrice, notée M(f)e, s, appartenant a .#, ,(KK) dont les colonnes sont les composantes
des vecteurs f(e1),..., f(e,) dans la base {f1,..., f,}.

Posons f(e;) = a1 fi + agjfo+ -+ ap; fp pour tout j € {1,...,n}.

La matrice de f dans les bases {e1,...,e,} de E et {f1,..., fp} de F est alors la matrice
fler)  fle) - fleg) o flen)
ail a2 c.. a1y AT
an1 a2 co. Qgj ... Qop
A =
a;1 a;2 B ¢ 7 B ¢ 7773
ap1 ap2 cee QApj o ... Gpn

5.1. Ecriture matricielle d’une application linéaire

n
Soit x € E avec z = ijej. On a
j=1

Si on représente le vecteur x dans la base (e;) par une matrice-colonne X et le vecteur y dans
la base (f;) par une matrice-colonne Y, on a alors

Y1 aip G2 ... Qaij AT 1
Y2 a1 G2 ... QA2j ... Qop i)
y=f(zr) =Y =AX <— = 4 4 u u -
Yi il 02 e ij e in J
Yp ap1  QAp2 ... Qpj ... Qpp Tn

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K de dimension n et p respectivement, {e;} et {f;}
des bases de F et F'.

Proposition 15 — L’application

ZL(E,F) — My n(K)
f = M(f)ei;fj

M :

4
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est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

On a donc, pour toutes les applications linéaires f et g de F dans I et tout A € K,

M(f+g)=M(f)+ M(g)
M(\f) = AM(f)

et M est bijective.

Proposition 16 — dim Z(E,F) =dimE x dim F

Démonstration : deux espaces isomorphes ont méme dimension, d’ou le résultat. ]

Proposition 17 — Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K,
{e1,...,en}, {f1s--, fo} et {g1,...,94} des bases de E, F et G respec-
tivement. Soient f € L(E,F) et g € Z(F,G), on a

’ M(fo g)ei,gk = M(f)fjvgk M(g)eufj

Démonstration : posons
p
gle;) = aijfi d'ot M(g)e, s, = (aij)i<i<ni<i<p = A
i=1

q
F() =D brig d'ois M(f) ;.9 = (bjk)1<j<prcheg = B
k=1

On va montrer que M(f o g)e, 5. = BA en calculant les coordonnées de f o g(e;) dans la base

(gx)-
fogle;) = Zaijf(fi)

=1

o)

i=1 k=1
q p
- Z Z bk:iavj gk
k=1 \i=1

La k-éme coordonnée du vecteur f o g(e;) est donc bien égale 3 (BA)y;, d'ou le résultat. O

Proposition 18 — Soient ' et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n sur K. Soient
{e1,...,en}t et {f1,..., fn} des bases de F et F respectivement.
Une application linéaire f € Z(FE,F) est bijective si et seulement si
M(f)e,,y, est inversible. De plus,

-1

M(f_l)fj,e,i = (M(f)%fj)

Démonstration : c'est une conséquence de la proposition précédente.00 On a également, d'apreés
le corollaire 13 qu'une matrice est inversible si et seulement si son noyau est réduit au vecteur
nul ou encore si et seulement si ses vecteurs colonnes sont linéairement indépendants (puisqu'ils
engendrent Im f).
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5.2. Matrice de passage

Soient E un espace vectoriel de dimension n et {e1,...,e,} et {e],..., e}, } deux bases de E.
Définition 19 — On appelle matrice de passage de la base {e1,...,e,} a la base {¢],... e} } la
matrice, notée P{ei}_,{e(}, dont les colonnes sont les composantes des vecteurs ¢/ dans la base

{e:}. La matrice P(.,} (¢} est la matrice de I'endomorphisme Id dans les bases {e;} et {e;}.
On a donc :

Proposition 20 — La matrice de passage P[c,} (/) est inversible et son inverse est la matrice
de passage Ppo/y—fe;}-

Soit « € E de composantes (1, ...,2,) dans la base {e;} et de composantes (x,...,z.) dans
la base {€;}. On note P la matrice de passage de la base {e;} a la base {e}} et
x1 2zl
X=|:|eX =]":
Tn, x,
Proposition 21 — m
n
Démonstration : en effet, posons P = (p;j)i<ij<n. On a donc e; = Zpijei. D’ou, si
i=1

n
T = E x;e;., on obtient

Jj=1
n n n n
r_ / _ /
r = aij Dij€i | = pijxj €.
j=1 i=1 i=1 \ j=1
n
D'olr z; = E pijx;, ce qui s'écrit X = PX'. On utilise ensuite I'inversibilité de P. o

=1

5.3. Changement de base sur la représentation matricielle

Soient f € Z(E.F), {e1,...,en} et {e},...,e),} deux bases de E et {fi,...,fp} et
{fi,-.., fy} deux bases de F.
On note

A= M(f)esgyy A= M(Her g5 P = Plejy— ey et Q = Prpy—rpy

Proposition 22 — | A’ = Q7 1AP

Démonstration : soit x un vecteur de E et y = f(x). On note X (respectivementY ) la matrice-
colonne des coordonnées de x (respectivement y) dans la base (e;) (respectivement (f;)) et X’
(respectivement Y' ) la matrice-colonne des coordonnées de x (respectivement y) dans la base
(e7) (respectivement (f})).

Ona(Y = AX < Q7Y = Q'AX <= Y’ = Q 'APY"’). Comme c'est vrai pour tout
vecteur x de E, on en déduit le résultat. ]

Corollaire 23 — Soit f € L(E) et {e1,...,e,} et {e],...,el,} deux bases de E. Notons
A= M(f)ei; A = M(f)e; et P = P{ei}ﬂ{e;}.

Onaalors| A’ = P71AP|.

Définition 24 — Deux matrices A et A’ sont dites semblables s'il existe une matrice P de .#,,(K)
inversible telle que A’ = P~1AP.

Deux matrices semblables représentent donc le méme endomorphisme dans deux bases différentes.
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5.4. Rang d’une matrice
Définition 25 —
1) Soit .# = {v;}icr une famille de vecteurs. On appelle rang de la famille {v;} la dimension
de I'espace vectoriel engendré par cette famille.

2) Soit A € M, ,,(K). On appelle rang de A le rang de la famille formée par les vecteurs
colonnes de A.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € Z(E, F). Soient {vy,...,v,}
et {wi,...,wy} deux bases quelconques de I et F' respectivement et A = M(f)y, w,-

Proposition 26 — |rg f =rg A

Démonstration : Im [ est engendrée par les vecteurs-colonnes de la matrice A, d’ot le résultat.

Proposition 27 — Deux matrices qui représentent la méme application linéaire dans des bases
différentes ont méme rang; en particulier, deux matrices semblables ont
méme rang.

Démonstration : soit (e1,...,e,} et {f1,..., fp} les bases canoniques de K™ et K respec-
tivement. Considérons les deux isomorphismes u et v de K" dans E et de KP dans F' définis
respectivement par u(e;) = v; et v(f;) = w;.

L’application h = v™1 o f o u est représentée par la matrice A dans les bases canoniques. On a
donc rg A = dim(Vect{h(e1),...,h(e,)}) =dimImh = rgh.

D’autre part, puisque u et v sont bijectifs, rgh = rg f. O
Remarque - Pour toute matrice A, on a rg A = rgtA. Il s'ensuit que le rang d'une matrice est
aussi égal au rang de la famille des vecteurs lignes.

6. Trace d’'un endomorphisme

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un K-espace vectoriel E de dimension finie n.

Définition 28 — Soit A une matrice carrée d'ordre n. On appelle trace de A et on note tr(A),
la somme des coefficients diagonaux de A.
On vérifie que I'application trace ainsi définie est linéaire et que tr(*A)=tr(A).

Lemme 29 — Pour toutes les matrices A et B carrées d’'ordre n, on a tr(AB)=tr(BA).

Démonstration :

tr(AB) =Y (AB); = Z (Z akbk>

i=1 i=1 \k=1
Z (Z b;“-aik> = tr(BA)
k=1 \i=1

O
Soient {ey,...,e,} et {e],... e} deux bases de E et u € Z(E).
Notons A = M(u).,, A" = M(u)e; et P = Py (e} On a alors A" = P~1AP, donc
tr(A")=tr((P~'A)P)=tr(P(P~*A))=tr(A). Ceci justifie la définition suivante :
Définition 30 — Soit u € Z(E). On définit la trace de u, notée tr(u), comme étant la trace de
la matrice représentative de u dans une base quelconque de F.

7. Espace dual

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un K-espace vectoriel E de dimension finie.
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7.1. Hyperplans

Définition 31 — On appelle forme linéaire sur I une application linéaire f : E — K. L'ensemble
des formes linéaires sur F est noté E* et est appelé espace dual de F.

Proposition 32 — Soit F de dimension finie n et f € E* une forme linéaire non nulle. On a
dimKer f =n — 1. Le noyau de f est appelé hyperplan de E déterminé par

I
Démonstration : on a dim(Im f) < dimK = 1. Puisque f # 0, on adimIm f =1 et, d'apreés le
théoréme du rang, dimKer f =n — 1. O
Soit E un espace vectoriel de dimension n et {ej,...,e,} une base de E. La matrice d'une

forme linéaire sur E est représentée par une matrice ligne :

M(f)ei,l = (alv ce ,an)~
Soit © € E. Posons & = w1e1 + - -+ + xney, on a alors f(x) = a1z + -+ - + anap.

L'hyperplan déterminé par f est donc I'ensemble des vecteurs x de E dont les composantes
vérifient I'équation linéaire :

a1x1+ -+ apxy, = 0.
L'espace des solutions d'un systeme d'équations linéaires peut donc étre vu comme une
intersection d’hyperplans.

Proposition 33 — Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) H est le noyau d'une forme linéaire non nulle;
ii) il existe une droite D de F telle que E = H & D.

Démonstration : supposons (i) vraie et montrons (ii) est vraie. Soit H = Ker ¢ ou ¢ est une
forme linéaire non nulle. Il existe donc u € E tel que ¢(u) # 0. Posons D = Vect{u}.

On a HN D = {0} par construction. Montrons que E = D+ H.OnaD+H C E. Soitx € E.
Déterminons s'il existe A € K tel que x — \u € H. On aurait alors o(x — Au) = 0, c'est-a-dire
A = o(x)/p(u) (rappelons que p(u) #0). On a alors © = (x — Au) + A\u avec x — \u € H et
Au € D.

Réciproquement, supposons (ii) vraie et montrons que (i) est vraie. On a E = D ® H ou D est
une droite vectorielle. Soit p la projection sur D parallélement 3 H. Soit w un vecteur directeur
de D. On définit une application par

E—K .
@ , dvee X définie par p(z) = A\u

Xr —

On vérifie que cette application est bien linéaire (par linéarité de la projection). On a bien
H = Ker ou ¢ est une forme linéaire non nulle. O

Proposition 34 — Deux formes linéaires non nulles sont liées si et seulement si elles ont méme
noyau.

Démonstration : soient ¢ et 1) deux formes linéaires non nulles.

Sivp = Ap avec X\ # 0, alors il est évident que Ker o = Kert). Réciproquement, supposons que
Ker p = Ker. Notons H cet hyperplan. Il existe une droite D telle que E = H & D. Soit u un
vecteur directeur de D et A = ¢(u)/p(u).

Sixz € D, alors x = au donc (x) = ap(u) = arp(u) = Ap(z).

Siz € H, alors ¥(x) = 0 = \p(z).

Comme E' = H @ D, on en déduit que o = \i). O
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7.2. Base duale

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.
Puisque dim Z(E,K) =dimE x dmK =dimFE, on a la

Proposition 35 — Si F est de dimension finie, alors dim E* = dim E et par conséquent F et
E* sont isomorphes.

Plus précisément, si I'on choisit une base {ey,...,e,} de E, on peut construire canoniquement
une base de E*.

Théoréme 36 — Soit E de dimension finie n et {e1,...,e,} une base de F.
Considérons les formes linéaires { f1,..., fn} définies par f;(er) = d;1 ou

0 sii#k i
Oir = 1 T (61 est appelé symbole de Kronecker).
sii=

Alors {f1,..., fn} est une base de E* appelée base duale de {es,...,e,}.

Démonstration : les applications f; sont entierement définies puisque |'on connait I'image des
vecteurs d’'une base de E. Pour montrer que { f1, ..., fn} est une base de E*, il suffit de montrer
que c'est un systeme libre car on sait que dim E* = dim E = n.
Soit (A1,...,An) € K™ tel que \yfi + -+ A\ fn = 0.
On a donc, pour tout vecteur e, de la base donnée de E :

Mfiler) + -+ A fulex) =0

c'est-a-dire A\, = 0 pour tout k € {1,...,n}. On a montré que la famille { f1, ..., f} est libre.
O
Notation : la base duale de la base {ey,...,e,} est notée {e7,..., ek}
n n
Remarque - Si z = ij e;, alors ej(x) = ijez‘(ej) = ;.
j=1 j=1
Proposition 37 — Soient {f1,..., f,} un systéme de formes linéaires sur un espace vectoriel E

de dimension finie. Alors

dim (ﬂ Kerfi> =dimE —rang{f1,.... fp} |
i=1

Démonstration : soient n = dim E, {e1,...,e,} une base de E et {e},... e’} la base duale
associée. On peut écrire
n
x
fi =" aie;.
Jj=1

p
Soit (1,...,&,) la base canonique de K. Posons u(x) = Zfi(gj)gi et calculons u(e;).
1=1
p D
u(ej) = Zfi(ej)gi S Zaijsi.
=1 i=1

Donc M(u)e, e, = A = (aij)i<i<pi<j<n- On a donc rangu = rangA. Or 'A est la matrice
dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées des f; dans la base {ef}. On en déduit que
rangu = rang{f1,..., [n}

D’aprés le théoréme du rang, rangu = dim E — dim Keru. On montre que Keru = N; Ker f;,
d'ou le résultat. O
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Proposition 38 — Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Pour toute base {f;} de E*,
il existe une unique base de F dont la base duale est la base des {f;}

Démonstration : soit p I'application de E dans K™ qui a x associe (f1(x), ..., fn(x)). On montre
que ¢ est un isomorphisme (méme dimension d'espaces + injectivité en utilisant la proposition
précédente), donc il existe une unique famille {e;} de E telle que p(e;) = (1i,-..,0ni). C'est
I'image d'une base par o' donc c’est une base de E. On a bien fi(e;) = d; o

Corollaire 39 — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. On considére n vecteurs
€1,...,e, de E et n formes linéaires ¢1, ..., p, de E*.
On suppose que

V(Z,j) S {1, - ,n}2, @j(ei) = 513

Alors {¢1,...,pn} est une base de E*, {e1,...,e,} est une base de E et
{¢1,...,pn} est la base duale de {e1,...,e,}.

Démonstration : montrons que le systéme {@1,...,@n} est libre. Soient A1, ..., \, n scalaires

tels que Z)\j@j = 0. En appliquant cette égalité de fonctions a e;, on obtient que \; = O.
j=1

Or ceci est vrai pour tout i € {1,...,n}, donc le systéme est libre. C'est un systéme libre de n

vecteurs d'un espace vectoriel de dimension n car dim E = dim E*. On en déduit que c’est une

base de E*.

De meme montrons que le systeme {e1,...,en} est libre. Soient \1,...,\, n scalaires tels
n
que Z)\ e; = 0. On a alors ¢; Z)\ e;) = Z)\i‘;@j(ei) = \; = 0. Or ceci est vrai pour tout
i=1 i=1
1€ {1, ...,n}, donc le systéme est libre. C'est un systéme libre de n vecteurs de |'espace vectoriel
E de dimension n. On en déduit que c'est une base de F.
Les égalités @;(e;) = d;; montrent que {1, ...,pn} est la base duale de {e1, ..., e,}. o
Exemple - Soient £ = R,,[X] et ag, al,...,a, n+1 réels distincts deux a deux. On définit les

polynémes Py, Pi,..., P, de Lagrange par

Vi€ {0,...,n}, Pi(X) = ﬁ (faj>

e
g=04#i Nt

On a P;(a;) = 6;j. On en déduit que les polynémes de Lagrange forment une base de R, [X].
En effet, considérons les n + 1 formes linéaires

| Ry[X] =R
T Pe P
On a, pour tout (¢,7) € {0,...,n}, ¢;(a;) = J;; et on peut utiliser le corollaire précédent.

7.3. Bidual

Comme E* est un espace vectoriel sur K, on peut considérer I'ensemble des formes linéaires
sur E*, c'est-a-dire le dual de E*, appelé bidual : E** = Z(F*,K). En dimension finie, on a
dim E** = dim E* = dim E. Donc E** est isomorphe a E.

Proposition 40 — En dimension finie, E** est canoniquement isomorphe a E.

Ceci veut dire que I'on peut construire un isomorphisme de E' sur E** sans faire appel a des choix

. . . o E—E™ E*—K
de bases. Démonstration : soit I'application ¢ : ou Py - . Montrons
T g fr=fx)

d’abord que I'on a bien ¢, € E**, c'est-a-dire que p, € L (E*,K).
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On a, pour f1, f» dans E* :

o (f1+ f2) = (fi + fo)(x) = fi(z) + fa(z) = 0o (f1) + @ (f2)

et,si fe E*et A€ K
pa(Af) = (Af)(z) = Af(z) = Apa(f).
Donc ¢, € E**.

Montrons maintenant que ¢ est linéaire.
Soient (z,y) € E®> et f € E*, on a

Pary(f) = fx +y) = f(2) + [(y) = 0 () + () = (0 + 04)(f)

donc Y4y = Yo + py. De méme, si A € K, on a pour f € E¥,

era(f) = f(Az) = Af () = Apa(f)

c'est-a-dire pr, = M\py. L'application ¢ est donc linéaire.

Il reste a montrer que ¢ est bijective. Comme dim E* = dim E, il suffit de montrer qu’elle est
injective. Soit x € E tel que p, = 0. Alors, pour f € E*, p,(f) = 0. Soit {e1,...,e,} une base
de E et {f1,..., fn} la base duale. On a ¢,(f;) =0, c'est-a-dire f;(x) = 0. Or, par définition
d’une base duale, on a, pour touti € {1,...,n}, fi(z) = x; ol z; est la i-eme composante de
x dans la base {e;}. On en déduit que x = 0 et v est injective. o
Remarque - En dimension infinie, on peut montrer que ¢ est injectif, mais il n'est pas
nécessairement surjectif. Donc, si la dimension est infinie, £ n'est en général pas isomorphe
a E**, mais uniquement a son image par .

7.4. Sous-espaces orthogonaux

Proposition 41 — Soit E un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. L'ensemble
F* des formes linéaires qui s'annulent sur tous les vecteurs de F :

Ft ={fecE*;YweF,f(v)=0}
est un sous-espace vectoriel de E* appelé orthogonal de F'.

Remarque - En dimension finie, en utilisant la linéarité, on montre que, si {e1,...,e,} est une
base de F’, alors

Fr={f € E; f() = - = f(e,) = 0}.

Proposition 42 — Soit E de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. On a

dim E = dim F + dim F* |

Démonstration : soit n = dim E et soit {e1,...,e,} une base de F. Complétons-la en une base
de E : % ={e1,....€p,€ps1,.. - ent. Soit {f1,..., fp, [p+1.---, fn} la base duale. Montrons
que {fpi1,---, fn} est une base de F*, ce qui prouvera le résultat.

Pour tout k € {p+1,...,n}, ona fy(e1) =0,..., fr(ep) = 0 par définition d’une base duale,
ce qui montre que f;, € F*.

La famille { fy+1, ..., fn} est libre en tant que sous-famille d'une base. Montrons qu'elle engendre
Ft.

Soit f € Ft. Soit & = x1e1 + -+ + Tpep + Tpi1€pp1 + -+ + Tpe, un vecteur de E. On
a f(z) = xpi1flepr1) + -+ + anflen) car f € FL. Si on pose \j = f(e;) pour tout
j€{p+1,...,n}, on obtient que, pour tout x € E,

f(l) = )\p+11'p+1 + A, = )\p+1fp+1(l') + -+ >\nf7v,(x)

car {f;} est la base duale de {e;} et donc f;(x) = z;. On a donc montré que, pour tout
[ € FL, il existe (Api1,--.,An) € KPP tel que f = Api1fpi1 + -+ + Anfn et donc que la
famille {fp+1, ..., fn} engendre F-. O
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Proposition 43 — Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E de dimension finie.
Ona

(2 € F e vfeF", f(z)=0]

Démonstration : par définition de L, on sait que, six € F, alors, pour tout f € Ft, f(z) =0.

On considére {e1,...,e,} une base de F' que I'on compléte en une base de E :
{e1,.. ., ep,epi1, ... €pn}.
n
On a montré que {e},,,...,e}} est une base de F*. Soit x € E. Alors x = E €.
i=1

Supposons que, pour tout f € F*, f(z) = 0 et montrons que x € F. En particulier, pour
P

touti € {p+1,...,n}, ef(x) =0. Oref(x) = x;. On en déduit que x = Zmiei, doncz € F.

i=1
O

Proposition 44 — Soient I/ et F' deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de
dimension finie. On a

|FcGeGtcrt
Démonstration : supposons que ' C G. Soit g € G*. Alors, pour tout x € G, g(z) = 0. Or
F C G, donc pour tout x € F, g(x) = 0. On en déduit que g € F+. (Remarque : la dimension
finie de F n'intervient pas dans cette implication)
Réciproquement, supposons que G+ C F*. Soit x € F. Alors, pour tout f € F+, f(z) =0. En
particulier, comme G+ C F*, pour tout f € G+, f(x) = 0. On en déduit, avec la proposition
précédente, que x € G. O

Proposition 45 — Soient I’ et G deux sous-espaces d'un espace vectoriel de dimension finie.
Alors

(FNG)- = FL + G et (F+G)" = F- nG*|
Démonstration : montrons que (F N G)*+ = F+ + G*.
Soit f € (FNG)*. Alors, pour tout z € FNG, on a f(x) = 0.
Soit I’ (respectivement G') un supplémentaire de F N G dans F (respectivement G). On
aalors (FNG)+ F +G = (FNG)®& F' & G'. Notons C ce sous-espace et C' un
supplémentaire de C' dans E. Tout élément © de E s'écrit v = xpna + Tp + g + xo0
etona f(z) = f(zr)+ flze) + f(zcr) car f(xrne) = 0.
Posons f1(x) = f(xzp:) et fo(z) = f(ze) + f(xer). Ona f = fi+ fo. De plus, six € F, alors
fo(x) =0 etsiz € G, alors fi(x) = 0. On a donc f = f1 + f» avec f1 € G+ et f, € F*,
c'est-a-dire f C F+ 4+ G*.
Réciproquement, soit f € F-+G*+. Ona f = fi+f, avec fi € F+ et f, € G*+. Soit x € FNG,
montrons que f(z) = 0. On a f(x) = fi(z) + fo(xz) = 0 car fi(x) = O (respectivement
fa(x) = 0) puisque x € F (respectivement x € G).
Montrons que (F + G)* = F- nG+.
Soit f € (F + G)*. Alors, pour tout x € F C F + G, f(x) = 0 donc f € F+ et pour tout
r€GCF+G, f(x) =0 donc f € G*. On en déduit que f € F+NG*.
Réciproquement, soit f € F+ N G+. Comme f(x) = 0 pour tout x € F et f(y) = 0 pour tout
y€G,onaf(x+y)=0 pourtout z=x+y € F+G. Onamontré que f € (F+G)-. 1

8. Application transposée
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8.1. Définition
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € Z(E, F).

Définition 46 — On appelle application transposée de ¢ et on note * I'application définie par

_ - B
| fefop

‘o

Proposition 47 — Soit ¢ € Z(E,F). On a

(Imp)*t = Ker(p) et (Kerp)* = Im(*p)
Démonstration : 1) Montrons que (Im )+ = Ker('¢)

Si f€(Imp)t, alors o(f) =0 = fop. Donc f € Ker(tp).
Réciproquement, si f € Ker(‘), alors p(f) = 0. Donc f € (Im¢)*L.

)J_

2) Montrons maintenant que (Ker )™ = Im(ty).

Soit g € Im(*p). Alors il existe f € F* telle que g = fop. Si xz € Keryp, alors
g(z) = f(p(x)) = 0 donc g € (Ker ).
Réciproquement, soit f € (Ker ¢)*. Alors, pour tout x € Ker p, f(z) = 0. On veut montrer que
f € lm(ty), cest-a-dire qu'il existe u € F* tel que f = 'p(u) = uo .
Posons F1 = Kery et Fi = Im. Soient F, un supplémentaire de E; dans E et F,
un suppplémentaire de Fy dans F. D’aprés le théoréme du rang, on a dim E, = dimIm .
L'application 6 définie par
0 - E2 — Im Y = F1

e e

est bijective (car elle est injective par construction et les espaces de départ et d'arrivée ont méme
dimension).

Pour définir u, il suffit de définir u(y,) pour tout y; dans Fy et u(yz) pour tout y, dans F, car
F=F&F,.

Posons u(y1) = f(67(y2)) et u(yz) = 0.
Pour tout x dans E, il existe x1 € Fy et xy € E, uniques tels que x = x1 + x5 et on a

F(@) = f(22) car f € (Kerg)* et

u(p(z)) = u(p(x2)) or p(x2) € Fy donc
u(p(z)) = f(9_1(<p(a:2))> = f(x2) par définition de 6.
On a alors prouvé le résultat. O

8.2. Lien entre application transposée et transposée d’une matrice

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et p et ¢ € Z(E, F).
Soient {e1,...,e,} une base de E et {fi,..., f,} une base de F. On note {ef,...,e;} et
{fi's---, [} les bases duales correspondantes.

Proposition 48 — On a| M (¢, (e;), (f;) = "M (', (f1). (e])).

7 (2

p n
Démonstration : posons y(e;) = Zaijfj. Le but est de montrer que 'o(f}) = Zaﬁe;.
j=1 j=1
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n
Soit x = ijej un élément quelconque de E. On a

j=1
n
Yo )@) = 7 opla) = £ | D wieley)
j=1
n P n P
=D 02O ahs) | =D (D aifi (i)
j=1 k=1 j=1 k=1
= ijaji = Zajie;(:v).
j=1 j=1
Comme ['égalité est vraie pour tout x de E, on en déduit le résultat. ]

9. Quelques applications de la dualité

9.1. Nombre d’équations pour déterminer un sev de dimension p
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

Proposition 49 — Trouver des équations d’un sous-espace vectoriel F' de F, c’est trouver n —p
formes linéaires indépendantes qui engendrent F'*.

On a montré que
rE€F <= VfecF* flz)=0

On sait également que dim F- =n — p.
Soient alors {e1,...,e,} une base de E et {fi,...,fn_p} une base de FL. Pour tout
ie{l,...,n—p}, il existe (a;;)1<j<n dans K" tel que

n

*

fi =" aie;.
=1

n n
Posons . = g x;e;, alors fi(z) = g a;jxj. On en déduit que

k=1 j=1
a1171 + 1T + -+ a1y =0
a21x1 + ATy + -+ ATy =0
r € F <— .
Gp—p,1T1 + Qp—p,2T2 + -+ Gp—pnln = 0

On en déduit qu'un espace vectoriel de dimension p dans un espace de dimension n peut étre
déterminé par n — p équations a n inconnues linéairement indépendantes.

Théoréeme 50 — Soient fi,..., f, p formes linéaires linéairement indépendantes.
P

Si F = ﬂ Ker f;, alors {f1,..., f,} est une base de F*-.
i=1
Démonstration : par définition de F, on a pour tout x € F et touti € {1,...,p} fi(x) =0
donc les f; sont des éléments de F*-.
On compléte le systeme libre { f1,..., fp} en une base { f1, ..., fp; fp+1.-.., fn} de E*. Comme
toute base de E* est une base duale, il existe une base {e1,...,e,} de E telle que, pour tout
ie{l,...,n}, fi =€}
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n

Soit x = E xie;. On a les équivalences suivantes :

i=1
$EF<:>f1($)=~-~=fp(l‘):0<:)>ef(x)=-~-=e;(x):0
n
=S r==x,=0= 2= Z Tie;.
i=p+1
On en déduit que F = Vect{eyy1,...,en}. Or ce systéme est libre, puisque c'est un sous-
ensemble d'une base doncdim F' = n—p. On a alorsdim F* = p. Comme le systéme {f1,..., fp}
est un systéme linéairement indépendant formé de p vecteurs dans un espace de dimension p,
c'est une base de F'*. m

De ce théoreme, on déduit que p équations linéaires a n inconnues linéairement indépendantes
définissent un espace de dimension n — p.

Exemple - Déterminer la dimension du noyau d'une application linéaire de R™ dans RP. On écrit
sa matrice A dans les bases canoniques (par exemple) de R™ et RP. En utilisant la méthode de
Gauss, on aboutit a une matrice B échelonnée dont les r premiéres lignes sont non nulles. La
manipulation faite consiste a effectuer des opérations élémentaires sur la matrice A et donc a la
multiplier par une matrice P inversible. Le noyau de A est donc le noyau de B.

La forme échelonnée de la matrice B permet de conclure que les r premiéres lignes vont donner
des équations linéairement indépendantes et on en déduit que la dimension de Ker f est n — r.

9.2. Faisceaux de plans dans R?

Soient ¢ : (x,y,2) — ur +vy +wz et ¢ : (z,y,2) — vz + v'y + w'z deux formes linéaires
linéairement indépendantes définies sur R3 ot (u,v,w,u’,v’,w’) sont des réels donnés. Soit h
et i/ deux réels.

Soit D la droite affine d’équations

uxr + vy +wz =h
e +v'y +w'z=h

Proposition 51 — L'ensemble & des plans affines qui contiennent D est I'ensemble

2 ={a(uz + vy +wz — h) + b(u'z +v'y + w'z — k') = 0; (a,b) € R*\ {(0,0)}}.

Démonstration : soit (a,b) # (0,0). La forme linéaire { = ap + b est non nulle car {p, 1} est
libre donc Ker ¢ est un hyperplan de R3, c'est-a-dire un plan.Les éléments de & sont donc bien
des plans affines et il est clair que ces plans contiennent D.

Réciproquement, soit P un plan de R® d'équation ax + By + vz = 6 avec (a, 3,7) # (0,0,0).
On suppose que D C P.

La forme linéaire f : (x,y,z) — ax + By + vz est non nulle car (o, 3,7) # (0,0,0). Notons

D= Ker o N Kerv. On veut que f € 3l et on sait que {p, 1} est une base de l_))L d’aprés le
théoréme énoncé au paragraphe précédent. On en déduit que f est une combinaison linéaire de
@ et 1p. Donc il existe (a,b) € R? tel que f = ap + bip. Comme f(x,y,z) = J, on obtient que
0 = ah + ah’ et on a prouvé le résultat. [ On a un résultat comparable pour des droites dans
R2.

—15 —



PREPARATION A L’AGREGATION INTERNE UFR mATHS, UNIVERSITE DE RENNES 1

10. Espaces isomorphes

Définition 52 — Soient E' et I deux espaces vectoriels sur un corps K et f une application de E
dans F'. Dire que f est un isomorphisme de E dans F signifie que f est une application linéaire
bijective de F dans F.

Définition 53 — Soient F et F' deux espaces vectoriels sur un corps K.
Dire que E et F' sont isomorphes signifie qu’il existe un isomorphisme f de F dans F.

Proposition 54 — Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E et F
sont isomorphes si et seulement si dim £ = dim F.

Démonstration : supposons que dim E = dim F. Soient (ey,...,ey,) et (f1,..., fn) des bases
respectives de E et de F'.

Pour tout x = Y_i" , \ie; € E, on définit une application de E dans F par f(z) = > i, N\ifi.
Cette application est bien linéaire. Elle est injective car la famille (f1,. .., f,) est libre et surjective
car cette famille est génératrice de F'. On en déduit que les deux espaces sont isomorphes.
Réciproquement, supposons qu'il existe un isomorphisme f de E dans F et montrons que les
deux espaces ont méme dimension.

Soit (e, ..., e,) une base de E.
La famille (f(e1), ..., f(en)) est libre car f est une application linéaire injective et (e, .., ey)
est libre.

Comme f est surjective, tout élément y de F peut s'écrire comme I'image d'un élément x de
E. Orz = ZZ; Aie; et f est linéaire. Donc tout élément y de F peut s'écrire sous la forme
S i1 Aif(ei). On en déduit que la famille (f(e1),. .., f(en)) est génératrice de F. On a ainsi
construit une base de F' ayant n éléments donc dim ' = dim E. O

Corollaire 55 — Deux supplémentaires d'un sous-espace vectoriel F' de F de dimension finie
sont isomorphes entre eux.

Démonstration : évident puisqu'ils ont méme dimension. O
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