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Eléments de solution

Partie |

1. Soient V' un R-espace vectoriel de dimension finie n,  une pseudo-réflexion de V' et K le noyau de I'endomorphisme
T — Iv.
a) D’aprés le théoreme du rang, dimKer(r — Iy) = dimV —dimIm(r — Iyy) =n — 1.
b) Soit & une base de K et u un vecteur de V' qui n'appartient pas a K, alors la famille & U {u} est libre. Elle
contient n vecteurs donc c'est une base de |'espace vectoriel V' qui est de dimension n. De plus,

1" SS0F " 0 o

0 1 an
Mat(r, & U {u}) = :

. 1 An—1

ONS ... OB a,

Donc Dét(r) = ay,. De plus r.u — Dét(r)u € K d’apres |'écriture matricielle de r.

c) On suppose n > 2 et on pose P(t) = (t — 1)(t — Dét(r)).
Si x € K, alors r(z) = x donc P(r)(z) = 0.
Si x € Vect(u), alors r.u — Dét(r)u € K donc (r — I)(r — Dét(r)I)u = 0. On a donc montré que P(r) = 0. Le
polyndme minimal de r est alors un diviseur de P. r—1I est de rang 1 et n > 2, donc r—1I # 0. Si r—Dét(r)I = 0,
alors r est une homothétie. Comme n > 2, on ne peut pas avoir r — I de rang 1.

L'endomorphisme r est diagonalisable si et seulement si son polyn6me minimal est scindé, donc si et seulement
si Dét(r) # 1.
d) On suppose n = 2. Si Dét(r) # 1, alors r est diagonalisable.
Si Dét(r) = 0, r est une projection.
Si Dét(r) = —1, r est une symétrie. Sinon r est une affinité.
Si Dét(r) = 1, r est une transvection.
2-a. La matrice de Mp dans la base canonique s'écrit

0 0 —ay,

1 0 C —ap_1
0 —an

0 0 1 —aq

En développant par rapport a la premiere ligne, on trouve

P]wp()\) = Dét(/\In = Mp)
= ADét(M,_y — MT V) 4 (=1)"La,(—1)"!
= ADét(Al,_; — MO V)t a,

On montre alors par récurrence que Pys,.(A\) = P(X). D'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a donc

My + zn:aiM;; =0.
i=0



b) Soit @ un polynéme unitaire a coefficients réels, de degré n, distinct de P et tel que Q(0) # 0. On peut alors

écrire que
n—1
Qz) =z" + Z b;z' avec by # 0.
i=0
On a, comme précédemment
n—1
M+ biMy = —bol,.
i=1

Comme by # 0, on en déduit que
_ Mn 1 + Zb Mz 1 _

et donc que M est inversible.
Dire que Mél o Mp est une pseudo-réflexion de R” signifie que MQ’1 o Mp — I, est de rang 1. Or

0O ... 0 a,—0b,
Mat(Mp — Mq) = | : E :
0 # O a; — bl
Comme @ # P, il existe i € N,, tel que a; # b; donc rg(Mg — Mp) =1. D'oli rg (Mél(Mp - Mg)=1=
rg (I — MélMp). On a donc montré que Mél o Mp est une pseudo-réflexion.
Partie Il

1. Soit A une matrice de .#,,(R) et soit P son polynéme caractéristique.
a) L'endomorphisme X, de R™ est défini par : X,.e; = A" 1.v. Soiti € {1,...n —1}.

On a alors | X, Mp.e; = Xyejr1 = Aiv‘.
Calculons X, Mp.e,,.

XoMp.e, = X Zan zez+l Zan iXv ez+1)

= — E an—;A'v
i=0

or P(A) = 0 d'apres le théoréme de Cayley-Hamilton donc | X, Mpe, = A"v|

b) Soit Cy = {X € #,(R); XMp = AX}. Montrons que X, appartient 3 C4. On a, pour tout i € N,,,

X, Mpe; = Alv et AXye; = A(A7 1) = Alv.
Comme les deux endomorphismes X, Mp et AX, coincident sur une base de R", ils sont égaux et on a X, € C4.
Montrons que dimC'y > n.
Soit ¢ I'application définie par
R" — Z(R")

v v— X,

Cette application est linéaire et on a Im(p) € C4 d'apres la question précédente.

Déterminons Ker(y). Soit v € Ker(p). Alors pour tout i € N,,, X,e; = 0. En particulier, X,,¢e; = v, donc v =0
et ¢ est injective.

D’apres le théoréme du rang, dim Ker(¢) + dim Im(¢) = dimR"™ = n, donc dim Im(p) = n car dim Ker(¢) = 0.

Or Im(p) C C4. On en déduit que dim(Cy4) > n.

On pose 7 = {X € #,(R); X;; = Xi41,j41 pour 1 < i,j < n —1}. 7 est non vide car la matrice nulle
appartient 3 7. |l est clair que si (X,Y) € T etsi A € R, alors X + \Y € 7. Ce qui montre que 7 est un
sous-espace vectoriel de .7, (R).

Soit (i,j) € N2_;. On pose Z;; = {X € M, (R); Xij = Xit1,j+1}- Zij est un hyperplan de .#,(R), il est donc
de dimension n — 1

T est formé de I'intersection de (n — 1)2 hyperplans et les formes linéaires ;; : M +— M; j — M; 1 j+1 associées
3 ces hyperplans sont linéairement indépendantes. On en déduit que dim .7 = n? — (n — 1) = 2n — 1.

Remarque : en fait les matrices de .7 sont entierement définies par la donnée de leur premiére ligne et leur
premiére colonne.



b) Soit X une matrice telle que ‘M pX Mp = X. Montrons que X appartient a .7 en calculant son terme d'indice
ij pour 1 <4,7 <n—1.
Xi,j = teiXej = tei(tMpXMp)ej

- t(Mpei)X(Mpej)
= t€i+1X€j+1 car 1l < i,j <n-— 1

=Xit,jn
Donc X € 7.
3. Soit P un polyndme unitaire, de degré n, réciproque
n—1 n—1 n
a) Posons P(t) =t" + Zaiti. Alors t"P(1/t) =1+ Z ait" "t =1+ Z an_it'. P étant réciproque, on obtient
i=0 i=0 i=1
que

n n—1
1+ Z an—it" = apt"™ + Z apa;t'.
i=1 i=0

P est donc réciproque si et seulement si a% =1let, pourtout 1 <i<n-—1, a,_; = apa;.

Etudions maintenant les racines d'un polynéme unitaire réciproque. P est de degré n donc il admet n racines

complexes (pas forcément distinctes).
S S

Posons P(t) = H(t — )% avec Z a; =n les \; distincts deux a deux. Si 0 est racine de P, alors, pour tout

=0 i=1
t#0,o0na
nfla_ 1 n—1 :
"P(1/t) =0 <t (ZOF+t—n):O<:>;ait +f1=0

or ce dernier polyndme ne peut étre nul. On aboutit a une contradiction donc 0 n'est pas racine d'un polynéme

réciproque.
S S

On a donc P(t) = H(t — ;) avec Zai =n les \; distincts deux a deux tous non nuls. D’ol
=0 i=1
n ATTL e Tl e
t"P(t) = P(0)P(t) <> t H(g =) =T (5= M) ¥
i=1 i=1
S o S 1 o
ol ) 1:H(t—r) i
i=1 i=1 ‘

On en déduit que, si A # 0 est racine d'un polynéme réciproque, alors 1/ est aussi racine. Or P est a coefficients
réels, donc, si A ¢ R est racine de P, A aussi. Finalement

— 0 n'est pas racine de P;

t—1,t+1, (t—1/A)(t — \) sont des polyndmes réciproques (pour tout A # 0) ;

si A € R est racine de P, alors 1/ est aussi racine de P avec le méme ordre de mutliplicité;

— si A € C\R est racine de P alors
— si |A\| # 1, alors 1/X, X et 1/ sont également racines de P avec le méme ordre de multiplicité;
— si |\| =1, alors 1/\ = X est racine de P avec le méme ordre de multiplicité.

b) Soit A une matrice de .#,,(R) de polyndme caractéristique P réciproque.
On a P(X) = Dét(XTI — A) donc P(0) = Dét(A). Or 0 ne peut pas &tre racine d'un polynéme réciproque donc
A est inversible. Calculons le polynéme caractéristique Q(X) de la matrice ‘A~L.

1
Xln))

=Dét(—XtA™) Dét(%[n —TA) = (—1)"X"Dét(*A™) Dét(%[n —A)
(~1)" X" (Déx(4)) " Pl

P(0)P
Dét(A

Q(X) =Dét(X1I, —'A™") =Dét(X' A (*A—

1

(—1)"(Dér(4))

(X)) car P est réciproque
= P(X) car P(0) = )
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Les matrices A et A1 ont donc le méme polyndme caractéristique P.

Or, d’apreés 1.2.a, P est également le polyndme caracéristique de Mp, donc aussi de tMI;l. On en déduit que

Conpr = {X € Mn(R); XMp ="Mp'X}
:{XE%n(R);tMPXMPZtX}

4. Soient P et () deux polyndmes unitaires réciproques de degré n.

a)

Montrer qu'il existe une matrice X de .#,(R), non nulle et telle que ‘MpXMp = "MXMy = X revient a
montrer que C,,,—1 N Cy,,—1 # {0}.
P Q

Or ces deux ensembles sont inclus dans .7 d'apres la question I1.2.b ; leur somme est également incluse dans .7
donc la dimension de la somme est inférieure a 2n — 1. D'apres la question Il.1.b, la dimension de chacun de ces
espaces est supérieure a n.

Comme dim Ct]wI;I +dim CtM; = dim(CtM; + CtM;) +dim (CtM;1 ﬂCtMél), on en déduit que dim(Ct]w;1 N

CtMél) >2n—1—(n+n)=1.

On en déduit qu'il existe une matrice M non nulle telle que ‘MpXMp = ‘MgX Mg = X.
Si la matrice X vérifie (), alors la matrice !X aussi et si X et Y vérifie (), alors les matrices X +Y et X — Y
aussi. Donc les matrices X + X et X — 'X vérifient (x). Or elles ne peuvent étre nulles en méme temps car
X n'est pas la matrice nulle. Il existe donc une matrice symétrique ou une matrice antisymétrique non nulle qui
vérifie (x).
Soit P(t) = t3+5t2 — 5t — 1 et Q(t) = >+ 41> + 4t + 1. On vérifie que ce sont bien deux polyndmes réciproques.
a b ¢
La matrice X que I'on cherche doit appartenir 3 . et étre symétrique, elle est donc de la forme | b a b
c b a
On doit donc résoudre

01 O a b c 0 0 1 a b c
0 0 1 b a b 1 0 -5|=[|0b a b
1 5 -5 c b a 0 1 -5 c b a

Cette égalité est équivalente a 5a—4b—c = 0. De méme pour la matrice M et on trouve la relation 4a+5b+c = 0.
Les matrices X sont donc de la forme

1 -9 41
al -9 1 -9 | avecae€R.
41 -9 1
Partie 111

On considere un espace vectoriel V' de dimension finie et deux automorphismes a et b de V tels que I'automorphisme

b~! o a soit une pseudo-réflexion. On note P (respectivement Q) le polyndme caractéristique de a (respectivement b)

et W le noyau de I'endomorphisme b — a.

1. On a Ker(b — a) = Ker(b(I — b~'a)) = Ker(I — b~*a). Or dimKer(I —b~'a) =dmE —rg(I —b~la) =n—1
donc dimW =n — 1.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de V, non réduit a {0}, tel que a(F) = b(E) = E.

a)

Soient @’ la restriction de a & E et F' un supplémentaire de E dans V. Si %; et %, sont respectivement une
base de E et de F, alors la réunion de ces deux systémes forme une base de V.

Ar A
0 A
a’ dans la base %;. Le calcul de déterminant par blocs montre alors que le polyndme caractéristique de a’ divise
celui de a.

On suppose E C W. Par définition de W, on a a,y = b,y. Donc le polyndme caractéristique de o divise celui
de a et celui de b. Comme E # {0}, le polyndme caractéristique de a’ n’est pas constant et les polyndémes P et
@ ne sont pas premiers entre eux.

On suppose que I'espace vectoriel E est distinct de V' et n'est pas contenu dans W. Soit & une base de F.

Comme E ¢ W, il existe e € & tel que e ¢ W. Or dimW = n — 1, donc la réunion d'une base G de W et de e
est une base de V' (car dimV = n).

On peut donc compléter le systéme libre & par une famille % extraite du systéme générateur G U {e} de facon
a obtenir une base de V.

Comme a(E) = E, la matrice de A dans cette base est la matrice par blocs ( ) ol A; est la matrice de



Comme {e} C &, la famille .# qui ne contient pas e est contenue dans g et donc répond a la question.
Les matrices Mat(a, & U .F) et Mat(b, & U %) sont respectivement de la forme

A B A B
(0 &) =(5 &)

Comme a et b sont égales sur W, on a B = B’ et C' = (C’. Les polynémes caractéristiques de a et b sont donc
divisibles par celui de C' (qui n'est pas constant car E # V') donc ils ne sont pas premiers entre eux.

d) Si les polyndmes P et ) sont premiers entre eux, alors E =V, c'est-a-dire que a et b n'ont pas de sous-espace
invariant commun non trivial.

3. On suppose maintenant que les polynémes P et () sont premiers entre eux.

a) a est un automorphisme donc dim(a=7(W)) = dimW = n — 1. L'espace a~7(W) est donc un hyperplan
de V. L'intersection de n — 1 hyperplans d'un espace de dimension n est au moins de dimension 1 donc
nn=2a~i(W) # {0},

b) Soient v un vecteur non nul de ﬂ",oza_J(W) et £ = Vect{(a 7.v)o<j<n-1}. Supposons que dim E < n. Alors

il existe jo € {0,...,n — 1} tel que a’v est combinaison linéaire des autres vecteurs a’.v. Prenons le plus grand
indice jo tel que ce soit le cas. On a alors a(E) C E.
Comme v € N7_Fa™ J(W), a?.v € W pour 0 =0,...,n —2. On en déduit que E C W et donc que a/g =b/g.

Contradiction avec Ia question 1.2 (car P et () sont premiers entre eux et E # {0}).
On en déduit que {a’.v; 0 < j < n — 1} est une base de E.

n—1
c) Posons e; = a’.v, P(z) = 2" —i—Zazx et Q(z) = z» +Z/\$
=0
e sije{0,...,n—2}, alors ae;) = a’ v = e;i1

e ae,_1)=a"v= —Z a;e;
i=0

On en déduit que Mat(a, &) = Mp.
e sije{0,...n—2} alorsa’.v e W par construction de W donc b(e;) = b(a?.v) = a(al.v) = a? v = ej41.

e sij=n—1, alors b(a Z/\el

On en déduit que Mat(b, &) = M.
Partie IV

On reprend les notations de la partie Ill et on suppose en outre que les polyndmes P et () sont réciproques et premiers

entre eux.

1-a. D’apres lll, il existe une base & de V tel que Mat(a, &) = Mp et Mat(b, &) = Mq. D'aprse 1.4, il existe une
matrice X de .#,,(R) non nulle, symétrique ou antisymétrique telle que

"MpXMp ="MgXMg =X
Soit f la forme bilinéaire dont la matrice dans la base & est X. On a

flaw,ay) ="y'MpXMpx = 'yXz = f(z,y)
f(bx,by) = "Y' Mo X Mgr ='yXx = f(z,y)

b) Soit E = {u € V;Vx € V, f(u,x) = 0}. E est stable par a et par b d’aprés IV.1.a, or P et () ne sont pas
premiers entre eux donc E = {0} ou £ = V. X est non nulle donc f est nulle d'ot E # V. On en déduit que
E = {0}, ce qui signifie que f est non dégénrée.

: V-V e W
c) Soit A: est une application linéaire car f est bilinéaire.
v (z— f(v,2))

Montrons que A est injective. Soit v € V tel que A(v) = 0. f est non dégénérée donc v = 0.
De plus dimV = dim V* donc A est bijective.
On en déduit que, pour toute forme linéaire | définie sur V, il existe un unique v € V tel que I(z) = f(v, z).
2. On note p I'endomorphisme (de rang 1) b=t oa — Iy.
a) Comme p est de rang 1, il existe w # 0 tel que Im(p) = Rw. L'application [ définie, pour tout = € V par
p.x = l(z)w est une forme linéaire donc il existe v € V tel que p.x = f(v, z)w.

5



b) Comme P et @ sont réciproques, on a P(0)> = Q(0)> = 1. De plus, P(0) = Dét(a) et Q(0) = Dét(b). Donc

c = Dét(b~'a) = Dét(a)/ Dét(b) = +1.
rg (b"ra — Iy) = 1 donc b ta est une pseudo-réflexion et d'apres I.1.c, P(t) = (t — 1)(t — Dét(b'a)) est son
polyndme minimal. Donc (p + I, — I,)(p + Iv — cly) = p?> + (1 — ¢)p = 0.

c) Pour tout (z,y) € V2,

Ey

E,

flpx+x,py+y) = f(px,py) + f(z,py) + f(pz,y) + f(z,9)
= f(v,2)f(v,y) f(w,w) + f(v,y)f(x,w) + f(v,2) f(w,y) d'apres ()

On fait z = w, d'ou

f(’U, w)f(va y)f(wv w) + f(’U, y)f(wv ’LU) + f(’U, ’LU)f(U), 1/) = 0 c'est-a-dire

(f(v,w) + 1) (f(v,9) f(w,w)) + f(v,w)f(w,y) =0
or p> + (1 — ¢)p = 0 donc f(v,x)p.w + (1 — ¢)f(v, )w = 0. f étant non dégénérée, il existe x € V tel que
f(v,2) #0. D'ot pw + (1 — c)w =0 i.e. (f( v,w)—|— 1—c))w=0.
Le vecteur w étant non nul, on obtient

flo,w)+1—c=0

On reporte cette égalité dans E; et on trouve

c(f(v,y)f(w,w)) + f(v,w)f(w,y) = 0 c'est-a-dire

Yy eV, f(cf(w,w)v + f(v,w)w,y) =0
La forme f étant non dégénérée, on en déduit que

cf (w,w)v + f(v,w)w = 0.

On suppose [ antisymétrique. Alors f(w,w) = 0. Comme w # 0, on obtient f(v,w) = 0. E, permet alors de
conclure que ¢ = 1, c'est-a-dire Dét(a) = Dét(b).

b) On suppose f symétrique. Raisonnons par |'absurde et supposons que ¢ = 1. D'apres E,, f(v,w) = 0. En

reportant dans E1, on a (f(v,w) + 1) f(v,y)f(w,w) = 0.
Comme v # 0, d'apres E3, f(w,w) = 0.

On a donc
Ey Y(z,y) € V2, f(v,y)f(w,z) + f(v,2)f(w,y) =0

On prend z = y, d'ol f(v,z)f(w,z) = 0. V est alors la réunion de deux hyperplans, ce qui est absurde. Donc
c# 1.
On a donc ¢ = —1. La relation E3 devient f(w,w)v = f(v,w)w. Il existe donc A € R* tel que v = Aw (car, si
f(w,w) = 0, alors ¢ = 1). La relation obtenue a la question 1V.2.a. devient alors p.x = Af(v,z)v, soit encore
px = £f(V[Av, 2)\/[Av = ££(u, z)u.

c) f est symétrique si et seulement si Dét(a) = — Dét(b), i.e. si et seulement si P(0) = —Q(0). En utilisant 11.3.a.,

on voit que P(0) = (—1)® ou s est la multiplicité de —1 en tant que racine de P. Donc [ est symétrique si
et seulement si I'un des deux polynémes P ou (Q admet —1 comme racine d’ordre impair (—1 ne peut pas étre
racine commune car les deux polyndmes sont premiers entre eux).

4. On suppose qu'il existe une forme bilinéaire symétrique f non dégénérée et un vecteur u, non nul, tels que

p.x = —f(u,x)u.

a) Soit t tel que Iy, — tb~! soit inversible. On vérifie que

Iy +po(Iy —tb ) P =b"lo(a—tly)obo(b—tly) !

b) Soit ¢ une forme linéaire sur V et L I'endomorphisme de V' défini par L.z = {(x)u. D'apres IV.1.c., il existe un

unique v € V tel que £(z) = f(v,z). Soit (e1,...,en—1) une base de Ker(¢) que I'on compléte avec e,, pour

obtenir une base de V. Alors
0 A
Mat(L, (e1, - .-, en)) = <0 1 >

Donc Dét(I,, — L) =In + 1ol Lep, = > _lie; = {(e,)u

Déterminons [,,.
n

Siu= Zaiei, alors £(u) = apf(ey) car les e;, pour 1 < i < n — 1 sont dans le noyau de £. Si on identifie les
i=1
coordonnées devant e, on trouve o, = [(u)a,.



— sia, #0, alors I, = {(u)
— sia, =0, alors {(u)=0¢etl,=0

Finalement on a prouvé que Dét(I + L) = 1 + ¢(u).
P(t)  Dét(a—tly) Dét(b(Iy +po (I —tb=1)"Hb—tly)b~?)
Q(t) ~ Dét(b—tly) Dét(b — ty)
=Dét(ly ++po (I —tb™ ") ) =1~ f(u,(Iyv —tb ") u)

car, si on pose Lz = po (I —tb~ 1)tz = — f(u, (Iy — tb~1)"1a)u, alors Dét(I + L) = — f(u, (Iy — tb~1)"12)u
(puisque x — — f(u, (Iy — tb=1)~1z) est une forme linéaire sur V).
5. En plus des hypothéses de la question 4, on suppose que les racines de () sont toutes réelles et simple. On note S
I'ensemble de ces racines.
a) b est diagonalisable donc il existe une base (v)) de E formée de vecteurs propres de b. On a u = Z ayvy. I

Aes
suffit alors de poser uy = a)vy.
b) Soient A et 1 des éléments de .S tels que A # 1. On a
flux,uy) = f(buy,bu,) d'apres IV.1.a.
= /\:u f(uka uu)
Or A # 1 donc f(ux,u,) = 0.
c) Soitt ¢ S.
P(t) —1y-1
——==1— f(u,(Iy —tb U
=1—fO un, Iy = b)) " wy)
AES AeS
=1-fO_un, Y (v —tb 1) un)
AeS  AeS
or (Iy — tb™Yuy = uy — tlu =(1- E)u donc (Iy — tb™1)"tuy = #u donc
% DR S T UA S P 1% )\—l_t/)\)\

P(t) 1 P .
00 1-— f(/\gesu,\,/\ges mu,\) or f(ux,u,)=0si Au#1dou
P(t) 1

AES
1
— 1= Z mf(ulﬁ\vu)\)
AES

=1-) fluynun)/(1—tA™).

€S
D'apres I'unicité de la décomposition en éléments simples,
P) 5~ POY)
Q(t) QM)A —1)

A€S

on en déduit que

P
Q'(N)

= —)\f(U/\7U1/A)-



