Chapitre 2 I

Ensembles et sous-ensembles

1. Notion d’ensemble - Elément d’un ensemble

Dans une théorie mathématique, il est rare qu'un objet intervienne seul ; d’ou I'idée de con-
siderer des collections, groupements, familles, etc. d’objets, les objets ainsi “regroupés” étant
désignés par individu, membre, élément, etc. Pour traduire ces deux idées complémentaires,
les mathématiciens ont choisi les mots ensemble et élément.

Un ensemble est donc une collection d’objets satisfaisant un certain nombre de propriétés
et chacun de ces objets est appelé élément de cet ensemble.

Un ensemble est bien déterminé si ’on peut répondre par oui ou par non a la question : tel
objet appartient-il a cet ensemble et ceci quel que soit 'objet considéré.

Si z est un élément de 'ensemble F, on dit aussi que x appartient a E et on note x € F.
Si & n’appartient pas & E, on note x ¢ E. Deux ensembles sont égaux s’ils ont les mémes
éléments.

Remarque - Un ensemble peut étre un élément d’un autre ensemble. Par exemple, si un
fleuriste présente dans une corbeille un ensemble de bouquets de roses, chaque bouquet
doit étre considéré comme un élément de ’ensemble A des bouquets. Par contre aucune
rose n’est un élément de cet ensemble & ; chacun d’elles est un élément du bouquet ou elle
figure, bouquet qui peut alors étre considéré comme un ensemble de roses. Nous constatons
que suivant les circonstances un méme objet peut étre considéré soit comme un élément soit
comme un ensemble.

On admet l'existence d’'un ensemble n’ayant aucun élément. Cet ensemble est appelé
ensemble vide et noté 0.

2. Comment définir un ensemble

2.1. Les ensembles déja rencontrés

Vous avez déja travaillé sur des ensembles de nombres; ils ont un nom qui les définit
entierement. Par exemple, N est I’ensemble des entiers naturels; Z, Q, R et C désignent
respectivement I’ensemble des entiers relatifs, des nombres rationnels, des nombres réels et
des nombres complexes ; R*, R, R} désignent les réels non nuls, les réels positifs, les réels
strictement positifs, etc.

2.2. Ensemble défini en extension

On définit un ensemble en extension en présentant la liste des éléments qui le forment. Cette
liste est placée entre accolades { }, les éléments étant séparés par une virgule ou un point-
virgule. L’ordre de présentation des éléments n’intervient pas et chaque élément ne peut
figurer qu’'une seule fois dans la liste.

Par exemple, 'ensemble E dont les éléments sont 1, 2, 3, 4 est noté E = {1,2,3,4};
Pensemble des lettres du mot mathématiques est {m,a,t, h,e,i,q,u, s}.

Un ensemble & un seul élément x est noté {x} et on 'appelle le singleton {z}. On a donc
x € {a} (et pas x = {z}). Un ensemble & deux éléments est appelé une paire.

Cette écriture ne peut raisonnablement s’appliquer qu’a des ensembles ayant un “petit”
nombre d’éléments.
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2.3. Ensemble défini en compréhension

On peut énoncer une propriété telle que tout élément qui la possede appartient a ’ensemble
et tout élément qui ne la possede pas n’appartient pas a I’ensemble.

On note de la maniere suivante ’ensemble F' dont les éléments sont les éléments = d’un
ensemble F possédant la propriété P(x)

F={zeE | P()}

On lit que F est 'ensemble des éléments = de E tels que = possede la propriété P. Par
exemple, I'ensemble E’ dont les éléments sont les entiers naturels x tels que x < 4 est noté
E' ={z e N|x <4} (et on a aussi £’ ={0,1,2,3,4}).

L’intervalle [0, 1] s’écrit en compréhension: I ={z € R | 0 <z < 1}.

2.4. Ensemble défini par une fonction

Soit F' un sous-ensemble d'un ensemble E et f une application définie sur F. L’ensemble
des valeurs prises par f(z) lorsque  parcourt F' est noté

{f(x) | z € F}.

Par exemple, si E = R, 'ensemble {cosz | = € [0,2x]} = [0, 1].

3. Relation d’inclusion

Définition 2.1 — Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B si chaque
élément de A est un élément de B. On note A C B. On dit aussi “A est contenu dans B”
ou “A est une partie de B” ou “A est un sous-ensemble de B”.

B

ACB

Remarques - A C A (réflexivité)
e Si AC Bet BCC,alors A C C (transitivité)
o A = B si et seulement si (A C B et B C A) (antisymétrie).

On peut rapprocher ces propriétés de celles de la relation d’inégalité < dans R : pour tous
a,b,créels,onaa<a,si (a<betb<c)alorsa<cetsi(a<betb<a),alorsa=>b. De
telles relations sont appelées relations d’ordre.

Exemples - e NCZ CQ
e {reR|0<z <4} CRy
e Soit E un ensemble. ) C E

Exercice - Soit A = {x € N | z pair} et B = {z € N | z divisible par 4}. Montrer que
ACB.

Définition 2.2 — Soit E un ensemble. Les sous-ensembles de E forment un ensemble appelé
ensemble des parties de E et noté P(E).

Exemple - Si E = {1,2}, alors P(E) = {0, {1},{2}, E}.
Remarque - Pour dire que x est élément de l’ensemble E, on peut au choix écrire que
x € E ou que {z} C F ou que {z} € P(E).

-8 —



ENSEMBLES ET SOUS-ENSEMBLES

Exercice - 1°) Soit E = {1,2,3}. Donner tous les sous-ensembles de E.
2°) Soient A et B des sous-ensembles d’un ensemble E.
Montrer que (A C B si et seulement si P(A) C P(B)).

4. Intersection et réunion

Définition 2.3 — Soient A et B deux sous-ensembles d’'un ensemble E. L’ensemble
{z|xz € A et © € B} est appelé 'intersection des ensembles A et B et est noté AN B.
Si AN B = (), on dit que A et B sont disjoints. (A ne pas confondre avec distinct qui est
la négation de égal)

L’ensemble {x |z € A ou z € B} est appelé 'union des ensembles A et B et est noté AUB.

‘AﬂB:{x|x€Aetx€B}‘ ‘AUB:{$|x€A0uxEB}‘
Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. On a :
1) AnPD=0et AUD=A

2) ANBC Aet ANBCB
3) ACAUBet BC AUB
)
)

4) AUB = A si et seulement si BC A
5) AN B = A si et seulement si A C B

Propriétés de N et U -
Soient A, B, C trois sous-ensembles d’un ensemble E. On a :

1) AUB=BUA
2) ANB=BnA

3) AU(BUC) = (AUB)UC
4) AN(BNC)=(ANB)NC

5) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
6) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

On traduit ces propriétés en disant que U et N sont commutatives (propriétés 1 et 2),
associatives (propriétés 3 et 4), que U est distributive par rapport a N (propriété 5) et N
est distributive par rapport a U (propriété 6). Ces propriétés seront étudiées dans un autre
module. Pour s’en souvenir, on peut les comparer aux propriétés analogues de ’addition et
de la mutiplication dans R : pour a,b,c réels, on a a +b =b+a, ab =ba,a+ (b+c¢) =
(a+0b)+c, albe) = (ab)e, a(b+ ¢) = ab+ ac. Mais on n’a pas ’équivalent de la propriété 5 ;
en général, on n’a pas a + (bc) = ab + ac (trouver un exemple).

Ne pas oublier les parentheses. Par exemple, AN B U C n’a pas de sens. Si A = [0, 1],
B=[1,2]et C =[2,4+0[,ona (ANB)UC ={1}U[2,4+o0[, et AN(BUC) = {1}.

Généralisation - Si Ay, As, ..., A, sont des sous-ensembles d’'un ensemble E, on définit de
méme la réunion A; U As U...U A, comme '’ensemble des = qui appartiennent & au moins
I'un des ensembles A1, As,... ou A, et l'intersection A1 N AsN...N A, comme ’ensemble
des = qui appartiennent a tous les ensembles A1, Ay, ..., A, :
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COMPLEMENTAIRE D’UN ENSEMBLE

A1UA2U...UAn:{$|3i€{1,2,...,n},$€Ai}
A1 ﬂAQﬂﬂAn:{fL’|v’L€{1,2,,TL},IE€Al}

Exercice - Soient A, B,C, D des sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer que (AU B) N
(CuD)=(ANCYU(AND)U(BNC)U (BN D). Simplifier le résultat lorsque
Iona ACC.

5. Complémentaire d’un ensemble

Définition 2.4 — Soient E un en-
semble et A un sous-ensemble de E.
Le complémentaire de A dans E est
I’ensemble

{x|z € E et x ¢ A}. On le note CpA
ou E \ A ou encore lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur E, °A, A° ou A.

CpA={zcE:xg A}

Propriétés du complémentaire (Lois de De Morgan) -
Soient E' un ensemble, A et B des sous-ensembles de E.

1) CpCpd) = A

2) A C B si et seulement si (CgB) C (CgA)
3) Cr(AUB) = (CpA)n (CpB)

4) C(AnB) = CpA) U (CeB)

Définition 2.5 — Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. On note
A\ B lensemble {x € A|xz ¢ B} et on 'appelle différence de A et B.

|A\B={zcA;z¢B}|

Remarques - e Lorsque 'on a B C A, la différence de A et B est aussi le complémentaire
de B dans A.
e A\ B=AnNDB".
e A C B siet seulement si A\ B = 0.

A Ne pas oublier les parentheses.
Trouver un exemple d’ensembles vérifiant (A\ B)\ C # A\ (B\ C).

Exercice - 1°) Soient A= {x € R|2? —32+1> 0} et B={z € R|z > 0}.
Montrer que les ensembles A, B°, ANB, AUB, A\ B et B\ A sont des intervalles
ou des réunions d’intervalles et préciser lesquels.
2°) Soient A et B des sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer que les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :
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1)A=B 2)A\B=DB\A

3°) Méme question pour les cing propriétés suivantes. (On peut montrer qu’elles
sont toutes équivalentes a la premiére) :

1)ACB 2) B° C A° 3) AnNB=A

4) AUB=B 5)A\B=0

6. Produit d’ensembles

Définition 2.6 — Soient FE et F' deux ensembles, x un élément de E et y un élément de
F'. Le couple (z,y) est la donnée des deux éléments z et y dans cet ordre. Les éléments x
et y sont appelés respectivement premiere et deuxiéme coordonnée du couple (z,y). Deux
couples (z,y) et (z’,y’) sont égaux si et seulement si on a (z = 2’ et y = y'). Le produit
cartésien E x F est 'ensemble des couples (z,y) onz € Eety € F.

Exemples - ¢ Si £ = F =R, le produit R x R est aussi noté R2. On le représente souvent
par l'ensemble des points du plan affine euclidien, en choisissant un repére
orthonormé (O, e1, e2). Le couple (z,y) est représenté par le point d’abscisse
x et d’ordonnée y.

e Si A=[2,5] et B =[2,4], le produit A x B est un sous-ensemble de R? qui
peut étre représenté par le rectangle sur la figure ci-dessous.

4 —+
B
2 —+
61 A
1 | |
ol & x x

Remarques - e Il ne faut pas confondre le couple (z,y) et I'ensemble {z,y}. Si z # y, on
a (z,y) # (y,x), mais {z,y} = {y,z}. Le couple (z,x) est représenté par un
point de la premiere diagonale et 'ensemble {z,z} est le singleton {z}.
e AC Eet BC Fsietseulement si Ax BCFE x F.
e Un produit cartésien de deux ensembles est vide si et seulement si I'un au
moins des deux ensembles est vide.

Généralisation - Sion considére des ensembles F1, Es, ..., E,, on peut de méme définir les

n-uples (z1,%2,...,&n) o0 x; € Ey,x9 € Ea,...,x, € E, etle produit By X B3 X...x E,. En

particulier, R x ... x R est encore noté R™. De méme, on note E™ 'ensemble E X ... X FE.
—_—— —_——

n facteurs n facteurs

Exercice - Soit A= B = {1,2}. Donner tous les sous-ensembles de A X B.
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