Sur le CHAPITRE V1.

) D‘Amis les éqnations. ...
10 (Zep) == 2y 10 (E'mep Y3 &5 0 o7 10 (T Ve p=N) 222,

on reconnoft aisdment que

z“’«—p‘"gxo*(zmpmﬂ'-mi?—;“{.-é;—:). ,

8O L1+ < B
1! est donc facile de passer, resp{eétivgmemt s des équations
on(x ==p’), (&==p"), (2"=—p"), eic. avx équations en
E ] ” P.
(==r—L). (r=r—E~E). G—r—-E~E—~E2) >
. Généralement , les coefficiens de Péquation en (2()-p)
du degré m , divisés respectivement , & compter de celui de is

plus hante puissance , par (10°), (10°)'5.. .« 16° ), deviennent
. edonati N

Iss coefficiens de Péquation em (asm;)m ﬁ-—-—-@%&)

Ainsi le terme tout connu de ceits dermitre dquation est

&gal au terme tont conza de cellc en { & g9 ) , divisé par
16™, Par con-f-—-* Vo Aevnisr termwe d‘ope travsformée en

( 2 p® ) , divisé par 107, est égal an résultat que donne le
mmbte(p -i»% -enngn«%;) substitué 4 = dans I'équation

proposée.

(a) Tl résulte de ce qui précéde que les transformées en
(z=p), (&' =p),stc. , savs sutre opération ultérienrs de
calcal que le placement convenable de la virgule indicative des
décimales , donnent arithmétiquement les valeurs de Vordons
née y, correspondant aus valeurs entibres et décimales de

9
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'abacisse = , dans la courbe qui a pour Equation....

Azt AT oo Ay A2 =2y,
On ne s'arrbtera point ici & montrer commest ia ‘considé-
ration de ces valeurs numériques de y peuvent contribuer & la
résolution d'une équation numérique.

(b) Une antre conséquence est que les coefficiens de I'équa-
tion en (x™=-10) , respectivement divisés par 10°% 10°, 10%;... 10%,
deviennent ceux de Véquation en { 20V Pl 1} clestode
dire , 'équation 2n (2’ «~10 ), aing modifiée , devient celle en
(z—p==1); Péquation en (#"~-10) devient pareillement
celle en (&"—p’ === 1) , et aiusi de eite. Cela se prouve généra-
lement par Péquation 30 { aVem pit=d j == 2®; d'oli......
2 e 10 &= 10 { LT o Pl 1 ),

Or cette conséquence mérite quelque sttention , en ce qu'elle
fournif an calculstenr un eonivdle , oz, comme sz $exprime
en Arithmétique , nne preuve de In justesse des calculs relatifs
sux trensformées successives, Et par ceite raison ; lorsquon
attache quelque importanee 3 dviter les errevxs, et que les
mémes opérations me se foat poinl concurremment par deux
calculatenrs qui se servent mutuellement de contrdle , il con-
vient de continuer les transformations jusqu'a celle en (2=~ 10) ,
quoique , sans ce motif , on fllt souvent duns le cas de garséter
plus 16t.

Prenons pour exemple I"équation du cinquidme degré du a° 63,
On & pour les coefficiens de ses transformées. . . .

en (x==3)...00~ 15— % e 16 o= 6.

en (x~3)....8v13-4-5s 8845048,
On t'est trouvé dans le cas de faire 1o{x—23)==2a/, et de
calcoler les équations em (@'==1), {2’ =2), eic. , jusqud
celle en ( o —8 ) ; mais pour s‘assurer qu’il 0’y a point d'erreur
de calcul dans ces transformations , il faut les continuer jusqu’a
Péquation en ( T'e= 10 ). : ‘ '
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Coefliciens dez transformées. ....

en (' —=8)....14110-{-4180-4-60300-4305{40--113088
&n (& == Q)e o 1ot 15446304934 10-4-356825--3830:9
en (2'==10). ... if120-}51004-88000-{-500800-+-80000c,

Les coefficiens de la transformée en (2’ 10 ) respectivement
divisés par 10°, 10°; ¥0%,. . ..10%; deviennent

T o 53 o 55 w88 o So - 85

ils se rédnisent , comme cela devoit &ixe, & ceux de la transfor-
mée en {x==3). ‘

(V). On a vu, dans le Chapitre VI, comment une méme
méthode mous sert 2 approcher davantage d'une racine déji
manifestée , & moins d'une uni:é prés entiére on décimale, et
a opérer simoltanément la vérification et 'upproximation des
racines qui restent encore i déterminer. Cette unité de méthode
a &6 prescrite par la nature méme de ia chose , dans le demnier
cas; et il @ paru convenable de Ia conserver dans le premier;
autant pour ne pas Jéroger & i simplicité des moyens , que poat
ne point multiplier les méthodes sans nécensitd . o2 pour conservez
danstous les calculs 'espiee de preuve ou de controle mentionné
dans 1a note précédente. | |

Voici néanmoins un nouvesn procédé d'approximation que
nous propossns pour le premier cas , C'est-2-dire pour celui oit
i aide de deuxtransformées successives en (£~x) et (E—ax—1},
et en cas de besoin, de la collatérale en {{ — 1 ), on & reconan
Vexistence d'une senle racine comprise entrs ¢ et i, pour
réquation en (£—x), et par conséquent d'une seule comprise
entre @ et & =} 1, pour I'équation en §.

(a) Soit E=w-E.>» ou e soient respectivement
«, et Ti, les limiies, en moins et en plus, de la valeur de £,
comprise entre o et 1,déterminées conformément & ce qui & été
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dit plus haut [ note (F)]. On pent prendre , on @, ou I, pour
deuzidme valeur approchée de £, , les premiéres étant zéro ot un;
et par conséquent a - ®,, on % -~ 11, , pour deuxitme valeur
approchée de £.

Suppesons d'abord quon veville spprocher de la racine par
des valeurs de plus en plus convergentes, qui soient toujours
inférieures & la valeur exacie. ‘ " |

On fera g, = =, - £,, on §, =7, == £, ; 0D pasiera de I'équa-
tion en £, & cells en £, [ voyez la note (E)] , et I'on déterminera
1a limite , en moins, de la valeur de £, comprise entre o et 1.
Cette limite &tant représentée par #,, la troisiéme valeur appro-
chée de £ sera & «fo o, 4=,

. On se procurera sinsi successivement les équations en

Eoy Eos. . .Brs ot Von aura a4, . . .=f-x, pon 1a (o1 )me
valeur approchée de £.

Supposons maintenant qu'on veuille approcher de la racine
par des valeurs de plus en plus convergentes , mais toujours supé-
ricures & la valenr exaciede £. :

" On passera de'équation en £, & celleen (£,—1I1, ); puis faisant
g =1l %, ou Es=—(,~I1,), on obtiendra I'équation
en ¥,en changeant les signes Jdes termes de ramg paix dans
I'dquation en ( £,«~11,). Ii ne restera plus qu's obtenir des
valeurs de plus ca plus convergentes , mais tonjours inférieures
% E; de sorte que Ja valeur de plus en plus approchée de
(T, E) on £,, st psr conséquent celle de £ ou w-}-£,, de-
meureront toujours plus grandes que la valeur exacte. Ces
‘approximations vers la valeur de & se feront de la méme
manidre que dans la premidre supposition. |

(b) Prenens pour exemple cette équation que nous avons déjd
résolue [ 54], & moins d’one unité peds. ..,

23 o 2% s 5§ 5355 0,
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Os a tronvé pour les coefficiens de ses transformées. ...
en (T2 )ers b ofe6 ot 10
en (Z==3)c...1 Q25 160

11 résulte de ces transformées que I'équation en (z=—2j &
une racine comprise entre o et 1, dont les premidres valeurs
approchées ; I'une en muoins, I'autre en plus, sont, respective-
ment , ¢ et 1. Mais , en outse , ces deux transforrades fournissent

:mmédmtemcnt Ies secondes valeurs approchées de ceﬁe racioe ,

aﬁ
qui sont === . + -

‘pour la valenr en p!us@ [ Poyez la note (F).]
On voit donc , en ge bomsnt sux valeurs &pprochées en
moins, que les denx premities sont, pour la proposée..

T = - pour la valeur en moins , e -em on =

Og reconnoftra ci-aprés que cette dexmére aleur est exects
dans ses denx premidres décimales.

I} faut maictenant; en faisant xwamﬁw passer de I'équa-
gion en £, & celle en £, ou (E‘-—v 3«;} On peut employer &

cot effet l’Aﬁgoriﬁhm modifié [note (E}], de la manitre
suivante,
Soit 11, == oR 2 pour les coefficiens des éguauonsw ou
en 'w....”“x«wbﬁ T BT ITLESE IS
ﬂnoneuﬁw-andaol“’g‘% -}wlﬁﬁ@mtagl

en (Bi=1)i.- 14abg o=1345 54

Sobstituant & £'.—1 8 valeur 11%,~—1, ou 11 (E-—%; .
et faisant £, — -;;,.-:: £., on a pour les coefficiens de I'équaticit.e..

en £,....118 +59.n‘+xﬁ5.n—»54.
OW.eors 1358 o= 8349 +54795  },...54,,
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imi 54 L S —

La limite ; en molns, de £, est yesyer. OU g S g

limite & laquelle on pent substituer , pour plus de vimplicité,
i

"'fﬁ fo H‘%’:g ?'.-2"-09@0‘56565655“ ¢ e
Aingi la troisibme valeur appmehée de x esi..

3 o - RE —-;—-;g, ou m, ou bien 3,.0945454545.3 ses

Nous ferons voir que cette vﬁieur est exacte jusqu’a la quas
trieme décimale inclosivement.

- On passe ensuite da Ia méme mzniére ; de l*"éqnatmn en £, A
eelle en & on (£.—; —)-Faisant 11.25¢,==", et substituant
dans Péquation en 6.. , on a pour les coefficiens des équations. ..

e Froceoiesrso1ofby.254 1%45.25%= 54.25%
Ohenvnssveeentole1725 840625 — 843750
‘ en {E'ﬁ.-—x)n..x-{nx';z& 4= 844058 == 1309.
Sn&ﬁ?mmtkg e savdlem' 11,258 =3 ; OB n.ﬁS(e. W}

<t faissnt £, -m-g =3 5, » an & pour los coofficicns de I"équa-
£170) R . . :

en E,ggm 113.25’+3723 :1*.35“‘-&—844073 1. 35-»3399,,
Ole,os.aen 307968?5 13763750 +23313x450 -1599

La limitep' mmﬁm,g ’3& E’ B88e ¢ o 5

2399 333%
35391'-%3213:4 » out 32122849 3 oa %&eﬁ 1§§9:ao 3?;,,

Mais on peut , poux sxmphﬁer » lui substituer...*

BT ;‘%'7 .
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.Ainsi 18 quatridme valeue de =, sapprochée en molns , est....
' B | ]
Sl et S i f

x: '_‘: \' B ggo oo &

ou bien.. ..2,094351481364. ...,

et cette dernidre valeur esi exacte jusqu's la neuvidme décimale
inclusivement , comme on lo verra plus bas.

(c) Les valeurs approchées de cette méme ncineg calcue
1ées par Newton , suivant le procédé qui ini appartient, sont.. ..

BeeeoBy¥oe.s3,0046....2,00455147. ...

M. Lagrange & aussi calculé , svivant son procédé, les valeurs
approchées de cotte racine , en fractions continnes , dlternati-
vement plus petites et plus grandes gue z. Les résultatasont. ...

s s 93 44 im 158 556 931 1807 16415
';9”‘““‘ > 212 ’g» 74:$753493Wn Wa’m#

10?11

~ Ladisitme de ces valeurs, 16415 ' oui est approchée en plus,
© giant réduite en décimales , devient 3,0045514865.

" Les valeurs approchées en moing , frouvées suivasi le xou-
veau procédé que oous indiquons dans ceite note, éfant. ...

. . 95 1 1 596 LIPS ST
Bee ng\‘+‘"i‘;" ou 'l_'; o ® n§+ﬁ'+§§§ 0!3;;5 L) 03+§+375*W€ 35.

oubien 2,09090909. . . . 3,09454545.. . . . . . 2,004551481%64. . .,

o voit que ce procédé a donné des résultats un peu plus exacts
que celui de Newton, et qu'il les a donnés plus promptement
qu'on ne les obtient par le procédé de M. Lagrange.

Er oulre, ce procédé est général et silr, et la méthode de
Newton n'a pas ces avantages. « En général , I'usage de cettc
» méthode n'est sfir , dit M. Lagrange, que lorsque la valeur
» approchée est & la fois ou plus grande on plus petite que
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+ chatupe des racines réslles de Végnation , et que chacune des
» partiesréulles des racihes imaginaires; et pareonséquent; ceitd
» méthode ne peut étre employde sans scrupule que pour trouver
» ia plus grands ov la plus petite pacine d'une équetion qui
» p's que des racines réelles om qui en & d'imaginaires , vosis
» dont les parties réelles sont moindres que la plus grande
» pacige réells , ou plus grande que la plus petite de ces
» racines..... en vegardans, comme on le deit, fes quane
» tités négatives comme pius petites que les positives , et les
» plus grandes négatives comme plus petites gne les moins
» grandes; ( De Ja Résolution des Equations mumériques s
» page 41.)y -

$i I'on emploie ; au lieu du procédé de Newton, Ia méthods
d’approsimation tirée des séries récurrentes , on trouve, pour
les valeurs approchées de x , dans PPéquation &° == 2% e 5 = Goose

. a2,08g. . . «2,00467 . . . +2,00434G+ + - .2,0045513. . .ete.

s ne pourroit , ained que I'a prouvé M. Lagrange, employer
géuéralement cette méthods d'spproximation powr chacune des
racines réelles d'une équation quelconque, qu'autant que I'on
connoftroit d'avence une valeur spprochée de cette racine,
telle que la différence enire cette valeur et & vraie valeur de
la vacipe fit moindre en guantité, c’est-& - dire , abstraction
faite des signes , que la différence entre la méme valeur et
chacane des autres racipes, et en méme temps moindre que
1a racine quarrée de chasun Jes produits des racines imagi-
naires correspondantes , ¢'il y en 3 , diminuées de la méme
valeur. Autrement , cette méthade ne sert qud trouver la plus
grande et la plus petite des racines réelles; encore faut-il que
le quarré de la plus grands ou de ia plus petite vacine cherchée
soit en méme temps plus petit que chacun des produits réels
des racines imaginaires correspondantes , et quon ait quelque
sooyen de s'en assurer. [ De la Résolution etc., psg. 147, 151)-
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(4} Nous avons indigué plus haut comment on pourveit se
procurer une suite de valeurs approchdes de l'inconnue , conver-
gentes en plus. Mais pone dvitor de2 calevls inutiles , oo peut ,
au moyen de quelques opérations ajoutées & celles qui ont donné
les équations en £,, £, Es;. - -Es, obtenir une limite , e plus,
de £, , et par conséquent de toutes les valeurs approchéesde £,
depuis la premitre jusqud la s#me, Nous prendrous d’abord
un exemple particulier, et nous teaiterons ensvite ce swjet d'une
maniére générale.

[ L] [ o
Dans I'exemp'e qui nous aservi, on & ﬁmnvé 63925 oy

pour la valeur de =3, clest-i-dire, de la limite , en moins,
k]

de £,. Faisant donc £, == “‘“—"'T‘,@’g‘; £y, et calculent les équations

enf's, (5'y—1),(£—2), on trouve pour les cocfliciens des
équations. ...

en ( ‘y==1)...13%1 41387791 049-+4oRgy86 2% 104307-~1 2049759756
en (é’rv—'&) NEXTE 3377«13@45-&403% 3333558398+438q87q$ saliySai ;

Puis on fait 10°(Z'y=1 )..m,n; 25 et Pon @buenl les coefliciens
des équations. ...

en t’ erneee.s 1530 4138772104 gc;x.@-{-‘;oaqqﬁg ﬁwéngaooa—-t co(qyﬂg?a‘s“awm
cn(, ,—i} 13314-13877310523 -+4289986 zubgﬁégmagg‘a*{-@sméysmsm,_

Donec la hmnte, en pius, de £", est....

P YT O o—po?
4oBgg8.. . e ieceeen. o Ogbg4l.. ... enaeeen 805897 .. ... cesaceans
On peut done faice £ <§:§-§; et p&&’ﬁsoméquent. cee

£s<n+g-ﬁ— “8<msms+'€5§'5?%m

D'une autre part, on a £,>-_—5-§-§
Donec, en s tenant 4 cette dernibre v&leur. Verveur est

moindre que Ty OV o,o@mm%a. cee

b ga
10
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Bien plas , dans Vexemple gni nous cecupe, il suffit de jeter
les yeux sur les coefficiens de j'équation en £'s pour reconnofire
qu’on & ' ‘ '
&y << «S; , et par conséqgnent B +;£:;—-‘b§

B 1
es“,§3<m+m;
donc I'erreur est moindre que 0,0000000006026819. - . .
1) suffisoit méme de I'équation en (&'y~ 1) pour s'assurer d'un
tel résultat , puisqu'd la seule inspection des coefficiens de ceite

équation , on peut reconnoitre que V'on & E'y—1 < —

Cette méme équation fait voir que £'3—1 e plus graod

que '41%?65 donc on a

£ 1 g » o £ > s+ SRS g w1
on > 0,0000006026819. . . - 6,0000000001464G- . - »
ou bien > 0,00000003606. .. ..

Ou 3 de l'antre part.....
: )

ga < ‘;ggng’,;s e A Eanbo

1 H50 230000 '
ou < 6,00000003681G. . « .~ 0,0000000006026 . . .
ou bien < 0,00000003742. . . .

Tci o différence’ des-deux limzites est 0,00000000046. .. -

Done, si I'on prend une des deux limites pour la valeur
de £,, l'erreur ne peut avoir lieu qu'h la dizidme décimale.

Ainsi la valeur exacte de 2, dans I'équation 2% = 2z ==5=0,
est entre | '

 '2,0045514815. .o oo . o0t 3,00455:4844.. ...
et méme entre. .. . o
2,0045514815........et 2,0045514819. . ... "

En prenant le premier de ces nombres, ou I'un des deus
derniers , pour la valeur ‘approchée de x, on est assuré que
cette valeur est ezacte jusqu's la neuvidme déoimale , inclusi-
vement , comme nous I'avons annoncé plushaut.
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On est également assurd par ce moyen, que les denxieme et
. troisitme valeurs approchées en moins , que nous avons treuvées

ci-dessus pour =, sont, respectivement , xactes jusqu'd la seconde

et & la quatrieme décimale ; inciusivement, ,

La dizitme sppeoximation , suivant le procédé de M. Lagrange,
a bien donaé la huitidme décimale ezacte , mais exactitude de
cette décimale n'est pas assurée par I procédé mbue, vu qu'il
indique pour limite de I'errrur , 6,0000000165. . .; d'ot il sésulte
que la valeur de x est comprise entead.... -

2,0045514702. .. ... et 2,00455:14865.......

et que P'exactitude de Is valeur apprachde n'est garantis que poor
les sept premiéres décimales.

() Voici msintenant comment on mg procéder d'use ma-
nitre générale. ’
Soient

: f,mX;f,w%ge&m@X'.
X o’sysut qu'vne veleur entre o ei A gkxﬁ,‘n‘éﬁ & qu'nne wuls

. entre o et K.

Ou se procurera donc les deux tramsformées en (X'—P')
ot (X' —P —1) dont les termes fout ccauws sont de signes
contraires; P’ étant < K. e

Ces deus transformées fournissens déjh une double limite
en plus et moins , pour (X'—P'}), et par conséyquent pour X,
Mais poor avoir de: limites plus resservées, on fera..... .
107 (X' =P’ )= X"; et comme (X' —F') n'a qu'une seule valeur
entrec et 1, X° n'en a qu'unc seule entre o ct 10%

On se procurers donc les deux tramiformées en ( X°~P°)
et (X°—P*—1) dont les termes fout connus sont de signes
conizaires; P’ dlant < 10 o -

Ces denx transformées dounerout une double limiie , en plus
ot eu moins , do (X* ="}, et par vonséqueat , de X' et do X,
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Soit la limite en moins == gz, et i limite en plus == £y,
On sura o' g, €8 <

doi x*>?“«#%§ﬁaﬁ?+§,g

st m?w:;:ﬁ* mwﬁ?ﬁ +5°.‘\.:

d'odr X’wm:}?"-%m-i*m-. ﬂ&i’”-ﬁ-**@mﬁ
et ¢ofin | K}K«-%»m:; 5o w_;w .....

o XQK-‘# 7 P

8i i’mMme&amm limite , Vesreur sera

: dme dbciruale aw moles, i fant , p@w B Gﬁm
pmm LECE Tt
cmm dei"@ﬂw@od@mm #'est servi, K on 165025
"m hiin g el ‘-5» S d’m # m‘ﬁ, Lo Giﬁ t.im Hms,
s Pon » prétendu avm nae valour exacts jusqu'd la holtidme
décimale.
Dans co mbme exempls , P* 'ont teouvd oo, aP‘mﬁ,m
qui 2 mamwmf l‘!ﬁmnﬁl.&s ol l'on o'en

ﬁm&xmkvd‘mkxw en moios , I'erreny
est ioujours moindes que o-m“”‘“m““: QN',.

(f) Co procédd pousrait btre tendu & la recherche de plu-
siewrs racines comprises entre deux nombres eatiers consbeutify,
et Vost tireroit pour lors un ames bon pasti du criterium gue
mous avons généralisd dans Ia wote (N). Maie il nous pareli
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inutile d'entrer dans ces déiails, Notre principal objet dans ces

Quorage , a 616 do présenter , pour la résclution des équstions

wumdriques , une Méthode qui filt praticable, comme mdcani-
quement ; la science dn calen! pouvast , de méme que les arts,
&Voir ses manouvricrs , et en tirer , dans des travanx en grand
de notsbles avantages. Sous ce rapport , notre Méthode générale
sera peut-8re préférée au procédé particulier que nous donnons
Ici , surtout si I'on ne veut avoir des racines exactes que jusqu'h
~ Ia scconde ou truisibme décimale, | |

(g) L'évaivaticn des racines en fractions continues s Buivant
le procédé de M. Lagrange, est patticalitrement recommman~
dable, lorsqu'elle fait comaofive les facteurs commensursbles
du second degré dans un polynome quon s propose de décom-
poser en facters de o degré. Mais quand il ne s'agit quedeln
résolution , proprement dite, d'ope équation mumdériqne , ce
procédé ne mous pavolt pas préférable & Pappeoximation ea
nombres décimaux, soit ponr la commedisd des caleuls , soit
peur Ja rapidité de Vapprozimation. De plus, la méthods de
M. Lagrange et la ndtre éiant de telle nsiure qu'on y procide
simulianémeat 4 la vésilication et & :r des racines,
ii semble que c'est surtout & ces deur Méthodes que Pévalun.
tion des racines en fractions coatinves ne saurocit Stre géodrale-
ment convenable. Par exemple, davs celle de Villasire Géo-
mtre , si le nombre D, ou Is limite de la plus petite diffé-
rence des racines , étoit un milliéme , il o3t évident qoe chaque
racine seroit tout & Ia fois reconnue et apprécide , & imoivs
d'un millitme peds. Or il parclt infiniment dur , Jorsqu'on &
obtenn par des milliers do sabatitntions, woe valeur awssi sp-
prochds , ddtre furcd de rétrograder jusyu'd fa valewr du plus
grand nowbre entier contenn dans cette racise , pour chercher
uae nouvelle évaluation en fractions continues, ;

C'est par un secublsble motif, joist & quelques avtres,
que nous w'avons pas cra devoir edaplur oo procédé & motre
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Méthode ; ef ce motif ssmble plus décisif eneore dans le Méthode
de M. Lagrange , qui exige un bien plus grand nombre d'opé-
rations pour is manifestation des premiéres limiies des racines.
En eflet, lorsque U est, pas exerople , un millidme, on me
peut, suivant Je méthode dent il e'agit , décousrir deux racines
moiadres que I'unité , telles que 0,930... et 0,92¢..., qu'sa
- moyen de nenf cent vingt-deux substitutions, tandis que lo
noembre des transformées exigées pour le méme objet dans la
neuvelle Méthode , égale ssulcment 1045 “t %, 'osi-d-dire, 15,
Ea un mot , #ii faut découvriv one racine agant n décimales,
la recherche do ces décimales n'esige au plus que 10.n frans-
formations , tandis qu'elle peut exiger jusqu'd 50" substitotions ,
suivant la progression o, D, 2D, ete.

{b) La comparaison que zous venons de préeenier , con-
ceruant le mombre des opérations , dans la mouvelle Méthode
des trensformées, ot dens la Béthods des substitutions suo-
cessives , teolls qm'ﬁh a &1é - par me@ Lﬂm@.
& donné lisu & wme obeervation qu'if est boa de sapparter ici,

ipbehier qu'slle ve solt déeurimals repro-

e §i la résolution des &qoations, a-t-om dit » esigeolt
» Pomploi d'une pareills Biéthode { celle de &f, Lagrange ),
» assurément colle de I'Autcur, quoique trds-longe e, mériterois
» ensove ls pedffrence. Mals , pour 1'ordinaire, o ne procdde
»Ww@mm,mwhmewm,
» soit par des comstructions ghomdirigues , uze premibre vp-
» lear de =, qui approche au moins dix fois plas d'nne racine
» de Péquation qus de toute emire racine; wi d'apris cetts
» valenr, on en troovara facilomant une avire domt Ferveur
» a'est qu'environ lo quarrd de Is premiles, tavolr §;, sila
' prosibre valowr est 5. Une seconde opération qu'ca peut
» false pec I mbove formsule , péduit Verrewr du contidee &
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» ton quarré , qui est d'environ 3ty ©f ainsi de suite, Dol
» I'oa voit que Pepprosimation continvells est besucovp plus
» rapide par cette Méthods que par celle gue propose I'Auieur,
» [ U s'agit de celle gue mous avoms exposés au Chapitre ¥V'1].»

Use pareille observaiion prouvs que soa Auteur n'a nulie-
ment compeis I'étas de la question, Nows aous sommes proposd
de comparec deus Méthodes qui, I'ums ot Fautre, procédent
simulizndment & la vérification et & I'spprosismation desracines,
et qui jouiment, touies denz, de 'avantsge de résoudre géné-
ralement et avec cestitude , use équation numérique , daus des
cas ok touies les Biéthodes préeddenies dchouent , ou n'abow-
tissent qu'dh des résulinte fous 0w dowiens : ot l'ou viens sous
opposet lo procédé de Newtn , qui a'esi pos mime woe mée
theds de vhsolution propresssst dite , = qel deillcurs ,
comme news Pavens dit plus boet &'apeis Bl. Lagrangs , a's pos
: , pig, 8,1...8,3...8,3...,
notre Mdthede , il no fant que quelyues instans pour déconvrly
le dicimnls de chseune de cos sazines. B2 w'oot e procdde aweed
w ww 2 a W ‘ e W«v
thode gindrale ot olve !

Eecore sme fols, ooue en eppeloss & le pratique. Qu'on
w dosss la M&MNWWWW
diverses Bldthoder, ot I'va verre gu'sburaction faite ds pro-

cidé spprosimaiifl indigel dams evtiz nwie , motre Miihods

‘m.*amwm,wwa;a

® irewve e whas fomge e
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sutees fndices , ont paru provenir 4'ane dispesition é’wm
favorable , et sous ont rappelé lu pensée ds Pascal aw sujet
de ceux qui inventent. I! faut sans douts, suivant son comssil,
que celui qui & renconted quelques iaventions , ne se pigue poisg
de cet avantage. Quand ou considize un objet sous tontes ses
faces, avec vae attention persévérante , il est difficils qu'il ne
se présente pas & 'esprit quelques vues mouvelles; et , co qui
samble réduire & peu de chose cetis gloire & laguells on cxoit
pouvoir prétendre par des inventions scientifiques , ¢’est que la
science méme a ses haserds, et gue souventles inventions o"offrent
comne fortuitement & l'esprit , & l'iustant méme o ses recher-
ches le portoieat aillenrs. Mais il pent, do moins , dtre permis
A 'suteue d'une découverie utile, de desirer que la commu-
nication quil en doune, soit accueillie avec quelgue bien-
veillance, |

(X) Qumque lan pmm tirer quelqne parti de ia nouvelle
Méihode pour fa détermination Jes tacines imaginaires , nous
B¢ nous arrdterons point » ceb ob;et » qui appartient an pro-
bleuie de la décomposition d'un polynome =n facteurs réels
du sccond degré , pluidt qu'd celui de la résolution des équa.
tions sumeriyques ; "objet eusentiel de cotte résolution élant de
trouver les valeursréelles gui peuvent 8ive atiribudes & I'iaconane,
Cest cequareconnu M. Lagrange, lorsqu'il a donné des moyens
de trouver une limite de la plus petiis diffirence des racines, sans
recourir & I'équation aux quareés de leurs différences.

Cepeadent l'illustre auteur a cru pouvsir surabondamment s
servic de ceite éqnamm qui donne la valeur de la quantité B
précédée du ngng--s-mm le radical davsles racines imaginaives
pour déterminer, au moins par spproxiafation , la partie réauo

de ces racioes. Pour cela on substitue A 4 /—<B 4 x,dans
Ja proposée, et on en tire deux és;wxatwm ea A, dont I'one a
tous ses iermes récls . et dont l'autre & tous ses termes multiplids

Q8F V== T,»&ctcu: commua que l'on fait disparoitre ; ca
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qui rend les ter.ies de ls seconds &quation tous réels , parc
qu’ils ne dépsndent alors, sivsi que ceus de la premitre ; qua du
quasté de V/— B, ¢'ust-d-dire , de < B,

Ensuite, procédant & Ia recherche du plus grend common di-
viseur de ces deux éguations, on s'arrdie au reile ol A n'est
plus qu'au degré 2 ot au-dessous , 2 étani le nombre des valeurs
égales que Véquation su quarré des différences a fo.rnies
"pour B. Ce reste étant égalé & zéro, on ¥ substitue 2 B ea
valeur exacte on approchée, et cette équaiion étant ainsi deveaue
numérique , on ea tire les valeurs réelles de A.

Cette résolution 8, comme I'on voit, 'inconvénient d’cxnger
1a formation de I'équation aux quarrds des différences; mais en
outre , il semble qu'on puisse douter gn'elle soit géndralement
exacte dans lez cas ok le plus grand commun diviseur est de plu-
sienrs dimensions. Carla substitution de la valeur approchée de B
- no donnant aux coefficiens de I'équation en A qu'upe veleur
approchée, ne pent-il pas arriver que cette sltération, méme trése
Jégdre, chasge la nature des racinesds 1'équaiion , en substituant
des racines imaginaires & des racines véelles , et vice versd ¥

Lorsque lo resto égalé & séro ewt svulement du premier
degré , et qu'ou a ainsi déterminéla valcar de A eo fonction deB,
il setable qu'en y donnant & B deux vsleurs respectivement ap-
peochées on plus ot en moins, il en doit provenic deox limites
sntre lesquelles so trouve la valeur exacte do A. Cependsut lo
résultet mbme obtenv per M. Lagrmgc » dans la résolution de
I'équstion 2%« 33— F==0, ot évidemment fmx. D aprés oo
Mm,hvm&Amnmmmm-ga --5 {De
o Résobution otc. , pag. 59 ] Or oa & vu plus haut que Ja racins
positive de I'équation est bien certsinement 3,0045...; et son
sccond termwe ayast séio pour coefficient ; il s'ensuit svec la
wims certitude , que A W&hmﬂﬁé&m racine posi-
tive , préeédée du signe — ; on voit dose que la valeur exscte

ée&mwmmmmx,o@.” et = 1,048... Ce résultat
, 1t
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n'est nuﬂemnt d’secord avec le méczé&w& ce qui viw% #pps-
remment de quelaue errenr de calcul,

L'observation gue nous avons faite sur le changement possible
de la nature des racines d'une équation par une légére aliération
dans la valeur de ses coefliciens , peut aussi inspirer quelque
doute sur la 1égitimité de la résolution de deux équations & deux
inconnues x et y , lorsqu’aprés I'élimination de x, on obiient
pour y une valevr seulement appmchém dont la substitution
ne peut produire que des coeflicicns d'une valeur approchée
pour I'éyuation en z. La méme difficulté se rencontre dans
1a décomposition d'un polynome en facteurs du second degré.

Drune aotre part , il seroit extrémement flicheux de ne pou-
voir , en sucun cas, s¢ fier sux résultats qu'on obtiendroit d’vune
équation numérique , propre & résoudre un probléme physico-
mathématique , lorsqu’on n’a point la valeur rigourense de ses
coefficiens. Il est done & desirer que I'on trouve quelque régle
certaine qui fasse connoftre quelles sont les équations dont les

‘vacines ne changent point de nature, malgré l'altération produite
dans leurs coefliciens.

(Y) On swoit un grand smbarres de moins , si 1'on pouvoit
découvrir toutes les valeurs réelles de I'inconnue, sans dé-
pouiller I'équation des racines égales qu'zlle peut avoir. On
a va que , dans notre Méthode [46] , la présencc des racines
égales commensurables ne forme point un cbstacle & la réso-
lution d’une équation; et il et aisé d°sppercevoir quele présence
des saciues égales imaginsires n'en forme pes davantage. Bicn
plue , lorsquion sait ’avance que tountes les racines de 'équa-
tion sont réelles , on peut la résoudre’, sans qu'elle ait é1é
préalablement dépouiliée de ses racines wmultiples, méme de
celles qui soot réelies incommensurables. Car upe fois qu'on
sers parvenu & reconnoilre I'esistence d'une racine , au moins,
entre deus limites qui ne different que d’une unité décimale
de V'ordre que l'on veot, ou qu'exige le probléme dent la so-
lution dépend de I'éynation & résoudre , i} est indifférent, pour



(83)
la pmuque » qQue la valeur trouvée appartienoe & une on &
plusieurs racines, soit absolument égales entr'elles, soit egahs
seulement iusqu‘i tel chiffre demandé. L’essentiel est que l'on
connoisse: tountes les valeurs réelles qui représentent, jueguau
degré requis d'ezactitude , celles dont I'inconnue de I'équation
est susceptible.

Draprés cette cousidération , o1 pourroit méme, dans tous les
cas , laisser subsister les racines ¢jales d’une équation numé-
rique, sil'on avoit le moyen de connoitre une limite, en moins,
de la valeur de ¢, c'est-d-dire, de la plus petite valeur gue
pourrnit avoir la pariie des racines imaginaires représentécs
par A=k V' —9, précédée du signe-—sous le signe /.

En effet, lorsque I'existence d’une coupls de variations dans -
la collatérale en (2.~ 1 } a donné lieu de présumer qu'il y a
une couple de racines réeiles entre o et 5 , dans I'dquation en
(x—p), et quon est ensnite parvenu & P'éguation en......
(2@ —p“) et & sa collatérale, sans que cetie présomption scit
détruite, on en peut conciure que la présompiion se change en
certitude, quand on sait d’aillcors que, si les deux racines qui
occasionnent les variations dont il s°agit étoient des imaginaires

de la forme Azt /-9, la valeur de ¢ seroit, d'apris sa
Limite en moins, plus grande que m ; car , dans ce cas,
I'existence de ces racines xmaemawes devroit sc manifuster
par I'djuation collatérale en ('”3»"' a) gui n‘auroit point de
variations de signe , et la présoniption de P'existence des racines

réclles entre p ek p=-1 devroit &tre ainsi détruite [65].
Or il paroit qu'en substituant /-—9 & l'inconnue de 'équa-

tion en (xm ) B «% “os .,_,..._..,.) on peut dewrmmer une li-

mite de la plus petite valeur dont @ soit sasceptible, la valcurde |

la partic réel!eA étant mpyldsée exister entre...

8y
Fett Lt et p+m+m+&mﬁ.
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L'objection qui résults de la légire altéeation des coeflicicns, s
représente ici, mais moins grave que dans la note précédente.
Il semble bien que cette altération , toute légire quelle puisse
8tre , suffit pour rendre positif, dans 1'Squation en ¢, tel
coefficient , qui et §t6 négatif, =i l'ou n'avoit pas pris pour A
~ une valeor simplement égale & p «&m%s{n. cornte ?;%é‘,' ou bien ,.
vice versd. Mais cet inconvénient ne paroft devoir conduire
qu’d 'obligation de modifier la maniére de déterminer Ia limite,
en moins, des racines d’une équation numérique. Cetts maniive
dépend , comme on sait , de celie de trouver la limite , en plus,
des racines de I'équation inverse. C'est donc eette dernitre déter~
mination qu'il faudra modifier, en prenant le plus grand de tous
Ies coefficiens de cette équation , av liew du plus grand coeffi-
~ cient de signe contraire & celui de sos premier terme. Au surplus,
Bous n'entendons donner ici qu‘un simple appergu, concernant
la possibilité de conserver les racines égales dans la nouvelle
Méthode, :

(Z) On voit que nous Bous semwies frayé une route bien diffs-
rente do celle qui a été tracée par Villustre Auteur du Traite
de la Rdsolution des Equations numérigues. Mais c'est en
nous fortifiant par la lecture de ses écrits, que mous avons
appris & marcher seuls , et nous ncus plaisons & Iui rendre ici
cet hommege., - R :

Tout en recommandant aux Auntevys de son temps ; ia lectore
assidue des écrits des Grecs...... |

e (Pos exemplaria grara
- Nocinrmd wersate mans , vevsate Sumd ), »
Horace me savoit pas manvais gré aux Eerivains de Rome da
me pas ¢e trainer sexvilement sir les pas do lears Maitres , ot
d'oser sussi marcher dans leurs propres voies. . ... 5 Al 6%
Nec minimum meruére decus vestigio graes
Ausi deserare.. .. ' ‘
FIR,
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