CHAPITRE VI.

Fin de Pexposition de ln nouvelle Méthode. Troisicime
Lartie,

59 Lonsqn’ox sait avee certitude que Ia proposée a
~une ou plusieurs racines comprises entre p et p-1, il
reste & trouver une valeur exacte de ces racines jusqulan
nitme chiffre décimal; et quand on a lien seulement de
présumer leur existence , il reste & opérer ia vérification
de ces racines doatenser. Un méme procédé va remplic
ce double objet ; c’est-a-dive que lx méthode dapproxi-
mation pour les racines déja connues »Seéra en méme temps
une méthode de vériieation et dapproximation pour
celles qui ne sont que soupconndes,

6o. Soit qu'on gitla certitude que Péquation en { 2-p)
a quelque racine comprise entre o et %, soit gu’on se trouve
seulementautoriséile soupgonner, on fait 10(Lmep) == o,
Autant x— p a de valeurs entre zéro et un s autant 2’ en
doit avoir entre zéro et dix. Il faut donc » @u moyen des
transformées en (2"~ 1), (2'=23), etc. s juaqu’s celles en
(#' =30} tout au plus, chercher les racines que Fégua-
tion en 2’ a ou peut avoir entre o et o, | ,,

On se comporte dans sette rech
des racines de I'équation ex &; et lon parvient de cette
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maniére , soit & trouver la premiére décimale des racines

dont la partic exprimée en nombre entier p est déjh con~
nue;soit 4 reconnoitre et & vérifier , 4 moins d’un dixitme
pn'e‘“ fexistence des racines com}mseﬁ entre p et (p-+1),
qui jusques-1a étoit dou!euse, et qui cesse de I'étre, parce-
quc ces mémes racines ne se trouvent point comprises

ensemble entre (p oo f:u) et (p -+ Ei:t—') les cﬁiﬁ’éw.__ .

rences de ces racines entr e!les pouvant d’ailleurs étre
indéfiniment meindres que -5 ; soit encore d détrvive lo
" présomption oceasionnée par des racines imaginaires

SHV"~"¢, dans le cas ol le criterium on moyen d'ex-
~ clusion mentionné dans la seconde Partie [53] ,sest trouvé
en défaut [ 57].

61. On parvient, disons-nous, A détruire ce sovpcon
4 Yaide des équations en (a'—p’) et en {2y~ 1), toutes
les fois au moins que le centvple de ls fraction ¢ est égal
ou supérieur A ;; ou, ce qui revient su méme, toutes les
fois qu'on n’a pas ¢ < +%;, ou bien ¢ < o,0028.
¢ Pour s'assurer de ceci, il ne fout que faire attention 3
Péquation 10 (2—p) = a’. Lorsqu’une valcur imaginaire
de (z—p) est f-+1” =9, la valeur correspondonte de a3
est 10f -+l —1009, ct celic de (2'—p') est.. ...

(10f—p' )+ ~100@, on bien [+ —100g,
sion fuit 10 f=—p’ =f’. On raisonnera danc pour I'iqua-
tion en (2= 1 ), comme on a fuit ci-dessus poux celio

en (z,=—1)[58]
63. Ce qui précéde va s'éclaircir par l‘exemple suivant.

°
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Soit & résoudre Iéquation....

X3 e 51 X2 47618~ 36500
ou biep , X étant égalé & 102, soit propoﬁe cette autre
équation....

- 3 B3a® +7,6w~=— 2,650 = o.
I.’équatxon n’syant point de permanence de signe, n'a
point de racine réelle négative.

Coefliciens des équations...
@B Looeesoone 15,1 7,615,655, . .en (8=t )...8,6554-0,355m~2,1 550,855
@0 (D=1 )... i, § 40,41 40,855. . .6 (Gy==1)...6,85542,5754-1,2854-0,165
€0 (B==2)...14-C,§==0,794-0,165. . cen(Bg==1).. o,lGSmo,ﬁgSmo,its-Mpyi
@8 (p=e3).. 1"’339 rhy0i 41,975, ‘
Done zéro est admis comme racine approchde , & moins
d’'une unité prés ; le nombre 3 est exclus ; le nombee 3 est

A vérifier.
Pour approximation de ls raciae admise , soit 100=4",

*

gngetem

Coefficiens des équahons.... R
€0 Xecovroesct w= 5t + 781 == 3658
an (Fe=1)ieo.d om 48 of= 662 = 1944
80 (&ew3)isood == 45 ofo §6g == idag
en (Femed)soest == 42 <= 482 == 8oy
en (Xe=g)escod == 3g 4 401 — I3
/ en (F==b)ec:ot o 36 o= 326 p o
Donc /= 3; dodxz=0,5.

N. B. On volt que les quim collatérales m (x’-na) »
(Z.=1), cic. sont duutiles dans cette clroonniance , parcaqes la
teansformée en (z2==1) w’ayant qu'une variatioe @Qm,
s'ensuit que 2’ ne peut avoir gu'une seule valeurentre o et 39,
Z n'en pouvant avolr qu'une entee adm etun [$3). |
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 Pour la vérification ﬁ%s racines doutenses, m&. rese
!@(ﬁmﬁ)w:f’}“w ﬂ 3 etce

Coefliciens des équations....

e &..oiiinsiiof Gueged165.... .00 (kmg*;m..ssq-as-gmm
i (@mt). oo At19=584 gB... .0 (ewm1).... gi-badodsBé45e
en {:ﬂ'ﬂa)”a 153y 51,... .85 Qs‘.‘“mﬁg.m S14-198-4 268536
2n g&"m{f)c s s i ofei B Bofe TG, ‘

Donc 2 n'a pas de valenr réelie positive; done 3 est
exclus, e Péquation est résolue.

63. Autreexemple. ....1:5_3&4--»33:3-!-73’-#80»{-: =00
Coefficiens des équations.... |
BE.ccoecons b Bome T 3o oo 9., aa(u-—a) z&&&-&» So4 86454418
et (D==1)...dp G GrocdOde Gefoie . (H5=1}:0 1048613 fo2 50 B §

n(p=g)...14 Phidm Bon G Goo0u(Bet)oc Bpifem Pom Spewio 3
e (%=3)...1 419451 p 884504 8.

Coefliciens des équations....
CEE LT NE cauk DX 22 5 BT (R NS PO SV TP P
o {Zem1)e . i pBigarafado.

Donc une des valeurs de & est ~ 1 , et les transformdes
collai¢rales ne permetieat de soupgonner (i"mm racines
réelles qu'entre 2 ¢t 3 et entre © et — 1.

~ Pour Ia vérification des recines deuhmu positives ,
soit 10 (2—13) = 2’, 00 3=s«%--.@nﬁbmﬁﬂ°éqm

tion en 2’ par une addition coavenable de aéror dens les

coefficians de Péquation en (&=3).
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Coefficiens des équations....

4

O X ernnescasing 701 Ic0= Jo00=161000-4-B0000
en (L'=—1)....14 75f15go- g§?o--:6;8t5+438371
en (&'=2}....14 Bo-f1008-} 6560~—154080-4-279552

“en (a'==3). ... 1o 85-4=22304m52750~134935--13 4013
en (4'=—4)....i=4 gu258c-109b0—-102400-4 14145
en (L'==5). ... t1ep QSpragSo-i-afaioe 5435 5525
en (X'==f).... i=10043340-+"76804 1130 0= BI704
en (&'=7).... 1= 1043750483104 7140~ 36223
‘on (&'<=8). ... 1110441 Bo-}-(0200-4-2054 40~ 1 : 3588,
Donc ' s deux valours, Vuoe entre 4 et §; Canirecntre
7 et 8; et parconséquent los racines positives de x sont
& moins d’un dixitme prds, 3,4 et 2,7.

N. B. L'éyvation en (2, 1) ov (‘:_ ra s) n'ayant que

denx variations de signe , ne pent avoir que deux racines pnsio
tives [53] , et parconséyuent { £ =2 me peut avoir plus de deux
valeurs eatre o &t 1, ni «” plus de deux valeurs entre o et 102
los traasformées successives faisaut ici connaitre ves deux vae
leurs , il est inutile de calculer les collatérales.

Pour la vérification des racines négatives gui peuvent
ftre comprises catre o et 1,00 fera 10 x =%, et par les
transfurméee successives en (X =~ ), (x'= 2}, ¢ic., on
trouvera deux valeurs pour s', cofipriscs respectivement
entre 4 et 5, at eatre 7 et 8. Dol il suit que les racines
négatives de £ sout = 0,4 €t~ 0,7, & moins 'ua dixidme
prés. - |

64. Les équations en (&' — p’) et en ( &'y = 1) peuvent

n'dtre pas suffisantes pour déterminer ladmission ou e
rejet de la totalité des racines douteuses. Alors onarecours
aux dquations ca (3° = p° ) et oa (8'»-=~1), gu'on oblient
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en faisant 10 (/' —}') = 2’, ?—»-? = z'y, et en procé-
dunt comme on a fait ci-dessus pour les équations en
(£'=p') eten (2p=1)

Yar ce moyen on approche , jusqn’s la seconde déci-
male inclusivement , des raciies dont Vexistence est déja

reconnue, en méme temps que Fon découvre les racines
réelles )usquesali douteuses , qui étant comprises entre

ép«-}- )et (p«-é'p’ q.. ) wont pa}mt pour communes

limites (p-}-» p’ ) @t (p .4.. 4 +E__.. les diffé-
rences de ces racines entrelles p@uvant d'ailleurs étre
indéfiniment moindres que ;.

On détruit aussi , par ce méme moyen, le soupcon qui
auroit été maintenu dans I'équation en (2'— p/) par les
imaginaires f* +Vm100 @, toutes les fois, pour le
moing , que 10000 ¢ n'est pas égal ou supéneur A 5;0u,
ce qui revient au méme, toutes les fois qu'on n'a point
@ < =7lus, oubicn ¢ < 0,000028. Les raisonnemens sont .
ici les mémes qu'anx numéros 58 et 61.

65. il reste encore A vérifier des racines présumées ,
ou & Pon vent pousser exactitude desracines découvertes
jusqu’a la troisiéme décimale inclusivement , on voit com-
ment Ja vérification et I'a ppmmmaum se continueront

jpar les éguationsen(x” — p )&t en (2=~ 1) qu'on obtient
en faisant 10 (7' ==p") ---m %:?mwrmzp, ,

66 En procédant de la sorte , au moyen des équations

20 %

(2" —p"), en(z e 4 ;,cm.ew.,iuyahéh,ﬂnﬁiﬁi
a
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par déterminer quelles sont , parmi l¢s racines présm

de Péquation proposée en x, celles qui doivent btre aﬁmm
et celles que Pon doit exclure. Généralement , co n'est
daps Je cas de recourir A Péquetion en { £9=p®) , gu'as
gqu’on veut avoir des racines exactes jusqu'd la décimale
nime inclusivernent , on gue la proposée a des retines
imaginaires dont la pertie réelle n'est pas s nombee
entier, et dont la partie précédée du signe — sous le

signe /", est mofmﬂrequez;-&;; encore , dans ls seconde
circonstance, te reconrs nest-il pas toujours néeesssive.

Nous sommes done arrives , par notre Méthede , an
but que nous nous sommes propost, qui est de irouver
exactement, imqu“i telle décimale guw'on voudra, les seules
valeurs M@ qui puissent dtre assig

umérique dan degré quelconque; et

nous y sommes parvenus pax le 2enl exploi des denx pre-
midres rigles de ?Amhmétane. La pratique émnt h
pierre de touche de is commoditd des diverses méthe

nous desirons que nos Lecteurs 'exercent & rés
mémes équations numériques par 1a nétre et par cellesqui
* Pont précédée; quiilsrésolvent , par exemple, éq;:em
du clnqm&me degré du n® 63, et celleadu qmm
degré dn n° 55.

gnées & Pinconnue

e
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NOTES.

R

Sur le CHAPITRE =,

(A) Novs avons dit, au sujet du procédé que M. Lagrange
a proposé pour corriger la méthode des substitutions successives,
qu'il pouvoit donner lieu, en certains cas , & des milliers , 2t
méme & un posbre indéfiniment plus grand , d’opérations supec-
flues. Soit, par exemple , une équation d» Guairieme degeé
ayant vne de ses racines cnire O ef 1; vde aulre racine eptrs
1 et 25 nne troisitme égale 4 4, moins un demi-millioniéme ;
et, pour derniére racine, 4, plus un demi-millionieme ( on
prend ici, pour plus grande commodité ; une fraction ration-
nelle ). Dans ce cas, la limite de la plus petite différence des
sacines sera moindre quun millioniéme. Donc si Pon fait
D < saaksss dansla progression arithmétique o, D,a2D,3D,etc.;
Je nombre des termes & substituer devea s'élever & plus de quaire
millions ; tandis que cette méme équation peot se résoudre par
Ja seule substitution des mombres 0,1,2, 5, 4 et 5. Tetie
extréme multiplicité de substitutions est donc un luxe iofiniment |
onéreux ; et I'on auroit , généralement , plus 10t fait d'emplayce
successivement , pour les substitutions, au lieu de la sdrie
o, D,aD, 5D, etc. , la série des unités simples ; puis , en cag
d'insuffisance , celle des dixitmes ; puis encore celle des ceme
tiemes , et ainsi de suite. '

Ce porti seroit préférable , lors méma gu'on reroit temu,
on J'adoptaut ; d’opérer la substitution des nowbres de chaque

7
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série compris enfre chaque terme de la série précédente et le
ferme suivant , c’est-d-dire , de substitner les diziémes compris
entreoct 1, entre 1 et 2, entre 5 et 4, et ainsi de suiie sans
exception, etc. A plus forte raison, ce mode de substituiion doit-
il étre préféré lorsqu’on a trouvé le moyen de se dispenser de la
plupart de ces intercalations ou suhsiitutions intermédiaires ,
ainsi que cela se renconire dans notre Méihode.

Par le méme motif, dans une éyunation dont la plus grande
racine paroitroit susceptible de renfermer dans sa valeur des
dixaines, ou des ceniaines, efc., on devroit employer, pour
les premiéres substitutions, la séric des dixaines, ou cslle des
centaines , etc. Les termes de chacune des progressions arith-
métiques qu'il conviendroit d’employer successivement, peuvent
Gire représentés d’une manitre générale par o, 10°, 3.10°,
3.10%, eic.; » étant un nombre entier positif , ou zéro, ou un
nombre entier négatif. On doit commencer par la substitution
des termes de la progression dont la différence 10" est la puis-
sance de 10 immédiatement inféricure & la limite de la plus
grande racine posiiive. 8i ceite limite, par exemple, étoit
comprise entre cent et mille, la différence de la premitre pro-
gression & employer seroit 10° La dernitre progression & la-
quelle on puisse &tre dans le cas de recourir , est celie dont
la différence est la pnissance de 10 immédiatement inférieure
4 D; mais on pourrs souveni, ainsi que nous V'avons fait
observer » #€ trouver dispensé d'en venir & cette progression,
et méme & plusievrs de celles dont Pemploi doit précéder le
sien. &’&xempkz alidgué au cotamencement de cette nofe en est
une preuve sensible. Quoique les puissances de tout avtre nombre
que 10 pitssent étre prises pour les différences respectives de ces
progressions , ce dernier nombre doit, en général, 8tre adopté
de préférence , & cause de la facilité des calculs, qui résulte
de ce qu’il est la base du sysiéme de numération usité.

Si les quatre premitres racines d'nne équation proposée , du
sixitme degré, étoientdes imaginaires dont la partie réelle fiit un
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pombre entier positif moindre que 3, lesdeux derniéresracines .
restant les mémes gue ci - dessos , c'eat - h-dive, § = 3.557
el 44 w55 s30; alors les quatre millions, et plus, de substitutions 3
opérer, seroient rigoureusement nécessaires pour la résoluiion de
V'équation , selon ia méibode de M. L.agrange; etceite dure
nécessité est encore un inconvénient extrémemeni grave. Poue
résoudre uoe semblable équation , & moins d'une unit$ prés ,
suivent la nouvelle méthode, il ne faut que quelques minutes.

(B) Eb parlant du fameux théoréme de Descartes , Uiliusire
Auteur du Traité de ja Résolution des Fuations numériques
yrappeliequeles Anglois attribuentcetic rigle & leur compatricte
Harriot. 11 est vrai que Descartes, de son vivant méme, fut
accusé, par les Anglois , de cette cspéce de plagiat , comme ils
ont formé decpuis une semblable imputation contre Leibnitz.
Mais en rappelant cette accusation surannée, qui n'a point
empéché que le théoréme dont il ¢'agit n'zit é1é constamment
appelé la Régle de Descartes, il est juste aussi d'ubserver
quelle 3 é1é detruite par plusionrs Auteurs du dix-septiéme
sidcle. Le P. Presiet , dar. ses Elémens imprimés en 1889,
provoque , & ce sujet , la comparaison des écrits d"Harriot avec
coux de Descartes. « Lorsque M, Wallis, aﬁit-yil » UN peu irop:
» jaloux de la gloire que la France s'est acquise dans les
»- Mathémathiques, vient renouveler cette accusation vidicule,
» on est en droit de ne le point croire, puisqu’il parle sans
» preuves. M. Hudde , bcllandaisg qui u'est point suspect, puise
» qu'il n'avoit aucun intérét & soutenir 'honneur des avteurs
v francois, est bien plus équitable daus le jugement qu'il porte
» de M. Descapten».
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Sur e CHAPITRE 11,

(C) Lizs deus propositions, dont dépend I’Algerithme dan
chapitre second , nous avoient pars nouvelles. Mais nous ne
devons pas taive que M. Legendre , dans son rapport sur nne
partie de notre travail, en a jugé autrement. Suivant lui, a ces
» deux théor8mes que I'Anfeur regarde comme nouvesvx, ne
» sont que X'dnoncé de propriciés ddjé connues , relutives &
» la sommation des suites, et ce qui Iui appartient se réduit
» & I'Algorithme propre & opérer les transformations s.

Si V'on considére que le second de ces théorfmes et I'Al-
gorithme ne sont quune seule et méme chose , on aura sams
doute quelque peine & eomprendre que l'un appastienne &
PAuteur , si Pauvire ne lui appatﬁeat pas. Peut - éire le Rap-
porteur se sercit-il exprimé avee plus de justesse et de justice ,
g'il efit dit que ces deux propositions, jusqu'ici inconoues,
soat des conséguences si faciles & déduire des principes déja
recus ;. qu'il peut paroitre étonnaut qu'on ne s’en soit pas avisé
plus tot. Peut-btre. du moins, avroit-il mieux valu que M. Le-
gendre , en niant la nouveauté de ces propositions , ne se fit
pas borné & cette simple négation, et qu'il eit bien voulu
m&;quer en quel ouvrage, élémentaire on non, elies se trouvent
consagnées. Quoi qwil en soit , d aprd‘ss Pimposants antorité du
savent Rapporteur , on comquit qu'il est inutile de #'arréter
ici & prouver des propridiés connues.

(D) L’Algorithme indiqué au n® 26, p@urront d1ze employé
& )a recherche directe des racines négatives; mais il nous a
paru plus simple et plus commode de ramener cette recherche,
comme on & covtume de faire , & celle des racines positives et
~ d'employer; & cet effet, noire Algorithme ordinaire.
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(E) L‘Algorithme du second chapitre, en perdant un peu
de sa simplicité , pevt s'étendre iz caleul de la transformée

en (x-ag), d nétant plus sevlement une puissance de 10,
mais un nombye entier quelconque. il faut, pour cela, faire
zT== ’5 » et, pour avoir les coefficiens de I'équation en z’, mul-

tiplier respectivement ceux de i'équation en x, acompter de
celui de 2, par &, &', d*,... d*. Ensuite, par de simples additions
et soustractions, on s¢ procure fn™ 22, 24, 25]la transformée
en 2’ — 1, dont les coefficiens , & compier de celui de la plus
hsute puissance, respectivement divisés par @, &, d* ... &=,

deviennent ceux de I’équation en (a;: - 5) Par ce procédé,

le nombre des multiplications et divisions est diminué, autant
qu'il se peut. ‘
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Sur /e CHAPITRE IIL

(F) O!ﬁ a va [p*357] comment on peut déterminer vme
limite, en moins, de la plus petite valeur positive, et uane
limite , en plus, de la plus grande valeur que puise avoic
P'inconnue d'une équation. Maisil estuneremarque yui n'a pas
encore é1é faile, c’est qu'on peut déierminer devx limites sem-
blables pour les valsurs réelles qu'une équation peut avoir entre
2érc et uoj et voici comment.

Pour obteniv une jimite moindre que la plus petite racine 5
on use du méme procédé qu'an u® 353 c'est-d-dire, on prend
le quotient du dernier terme divisé par la somme de ce méme
terme et du plus grand coefficient précédé d'un signe con-
traire : ce quoticnt donne nécessairement une fraction pour
1 i mite de la plus petite racine positive. )

La limite de la plus grande racine qui puisse &ire comprise
entre zéro et un , se découvre & 'aide de la transformée en(z—1),
aprs qu'on e changé les signes de ses coefficiensde rang pair < le
plus grand coefficient de cette dquation , ainsi modifide , de signe
coutraire & celui de son dernier ferme , dtant divisé par la somme
de ce coefficient et du dernier terme , le quotient est une frac-
tion dont la valeur surpasse celle de la plus grande racine gue
la proposée en x puisse avoir entre 9 et 1. Cette fraction est le
complément , & V'unité, de celle qui ezprime la limite de la

racine la plus voisine de zéro , que I'équation en (z ~-1) puisse
avoir enireo et —i, Avec un peu de réflexion, o appergoit aisde
ment la raison de ceci. o .

On jugera, par la suite de ces Notes , de queiie importance

peut 8tre cette remarque.



Sur Je CHAPITRE 1V,

(G) Parmr les cas susceptibles d'étre résolus par la premiere
partie de Ia nouvelle Méthode, or a compié celui ol la pro-
posée n’a mi racines imaginaires, ni plusieurs racines réelles
comprises enire deux nowmbres entiers p et p -} 1. Il peut néan-
moins se présenter slors wne difficulté , provenant de la pré-
sence des racines commensurables dans I*équation : en voici un
exemple avec le moyen d'y obvier. Soit I'4quation. ..
' Xt BBz 1 =05
on a les coefficiens des équations. ...
[ I B bt L
CTETES ) R T Y S T 2

Dans cette circonstance ol la proposée a I'unité pour racine ,
il se pourroit qu'il y edt une autre raciue catre zéro et un , dont
Pexistence ne seroit point manifestée par le dernier terme. Si
cetie racine existe en effet, on o%en assurera en prenant le sommne
des trois premiers termes de la proposée x == 3 —35, laquelle
somme égalant-— x , est de sigoe contraire au troisieme terme
o} 2 , de 12 transformée en { == 1) ; et par conséquent ; aitests
Pexistence d’une racine entre o et 1, N

La raison de ceci est que , dans cecas, I'dquation dudeusidtme
degré qui résulte do la division de la proposée par x—1, & pour
ses coefficiens respectifs les sommes-premitres des coefficiens de
la proposée , & commencer du premier jusqu'au troisitme. Ces
gommes éiant 3, 2, — 1, I'équation du second degeé est. ...

A AT =20,
dont la transformée en (z=—1) est....
(x=m Yoo 4( Xy ) ofe 252 0,
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Cette opération seroit inutile , si I'on savait d'svance que la
proposée n'a point de racines imaginaires , la simple comparai-
son des signes de cette équation avec ceux de sa transformée étant
alors suffisanie pour manifester I"existencede la racine entre et 1.

Quoique I‘exemplie employé dans ceite note, soit celui d'une
équation enx dutroisicme degré, dont ia transformée en (x—1)
n's que son dernier terme Sgal & zéro, le procédé est général.
La proposée étant du degré m , et sa transformée en (Z~1)
ayant ses n derniers termes égaug, chacun , a zéro , il faat
alors prendre la somme des m «f= 3 = n premiers coefficiens de
I'équation proposée; ceite somme est ls valeur du dernier terme
de I'équation en x du degré ( m-—n ), qui est le méme degré
auquel la transformée en (3 — 1) se trouve abaissée par I
lité & zéro de ses m derniers termes,

(H) Nous n'aurions peut-&tre pas dfi faire mention , au n* 43;
de 'objection opposée & la nouvelle Méthode ; suais xous savons
que cette obicition a é1é faite dans les propres termes gue mous
‘avous rapportés ; et dés lors il & bien faliu en montren'a frivo-
1ité. ‘Quelles sont d'ailleurs ces Méthodes ordinaires quon puisse
dire plus expéditives , et en méme temps aussi suéres, ausss
généraies que la nbre ?




Sur /e CHAPITRE V.

(1) Ou*rm'. le eriterium que nous avons fait connoftre [n° 5%,
il en existe plusieurs autres qui , sans avoir tous les avantagesdn
premier , peuvent souvent en tenir Jieu. Un second criterium
consiste dans ce corollaire aussi imporiant par son utilité que
facile & déduire de la remarque gue nous avons consignée dans
la note (F) :

Une équation n'a point de racine enire zévo et un , lorsque
la limite , en moins, de sa plus peiite racine , est égale om
supéricure a la limite , en plus, de la plus grande racine gu'slle
puisse avoir entre o el 1.

Soit, pour exemple , Ia méme équation dun® 53...g

e ok - L E
Coefficicns des équaticams. ...

en ®. eon;o;aeunt"““’*’gﬂws
en (x==1y). .,..x--xmﬁm-ﬁ

_ Tci la plus petit- valeor que 2 puisse avoir entre o et 1, doit
8ire mpéneure i §ou §; st la plus grande doit dire au-dessous
de § ou ; la coutradiction qui se rencontrs eutre oo deux cone

ditions i‘mt voir I'impossibilité qu'il y #it dea valeors positives
de x au-dessous de I'unité,

(K) A l'side du eriterium eue pous avons indiqué dans
le note précédents , on peut souvent résoudre une Sqnaticn
nemdérique , saps avoir besoln de reeourir eux mm
-collatérales,

8
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Prenons ponr cxemple ls méme équation....

P e 435 oo B2 o © 222 04
Coeilficions des équations. ...
Qn e ccoon ...axm4+ S'-G

en (Temi ) o fommgom 3=
e (Te=2)cei i 2o jemB
en (2~=5)....1 454 66
en (Zeod)e... 8 ofeB 4 196
Cu a déjd vo que x ne peut avoir de valeur entre © et 3.

La plas petite racine de I'équation en ( 22— 1 ) doit surpasser
§.et la piue groude racine positive , inférieure & 5, que cette
équation puisse avoir , doit étre au-dessons de % ou {. La con-
tradiction est évidente. Donc ’égnation en (z — 1) n's point de
-racine positive satre o et 1 ; ot par conséquent , celis en zn'en a
point entre 1 ot 2.

De mém2 , les.fractions qu'on vondroit admetfre comme
racines de l'é«ﬁnauon en (x—3 ), devroieut &tre eu méme temps
su-dessus de % 0ut, et an-dessous de ;. conditions incompatibies.
Donc Péqustion en (x-—3) n'a pae de racine entrz ¢ et 1 et
par conséquent celle en 2 n’en a point entre 2 et 5.

L'équation en (2--3) o's quuns racine pesitive qui est
manifestée entre o et 1 ; par conséquent £ & une valear positive
entre 5 et 4. Kt la proposée n'a pas d°sutre racine réelle, vu

que w'syast point de permenence de sigue , elle n’a point de
ranino négative , et que l'sbsence des variations de sigee dane
Jatransformée en (2 ~- 4) Stablit le nombre 4p@mhﬁﬁd¢b

pliis grande racine positive de la proposée.

(L) Un troisitme criterium s'offire encore & nous : Une dgua-
tion wa point de racime entre 2ro et un, lorsgus la swite
Jormée par les sommes-premidres ds see cogfficiens pris &
-rebowre , ne prdeente point de variation de signe. Cette propo-
sition est une conséquence de motre Algorithme [a° 30 ]; cat
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il ect évident que I'shsence des variations de signe daps celte
suite , entraine cette méme absence daps Is transformée colla-
térale.

Ainsidanslaméme équation qui vient de nous tervic d’exemple,

les coefficiens pris & rebours étant. . . .

o Befm S Ly,
les :ommes-premiéres sont. . .om6 == 3 = 7 —6;

d'oir il suit que I'dquation en z n'a point de racine entre o ot 1.

Ce criterium s'applique pareillement apz deux transformées
de cette équation en ( x = & ) eten (x-—2). L'opération qu'il
exige peat sonvent se faire mentalement , et mame d'un conp-
d'eeil, comme cela se trouve dans le cas pris pour exemple; ce qui
rend ce criterium trés-commode.

(M) Xi est encore d'antres circomstavces ol 'on peut se
dispenser de calculer les transformées collatérales.

Lorsque les transformées successives en {(p=1), (==2), ete.
ont fait découvrir autant de racines positives que ia proposée a
de variations de signe, on voit que les collatérales en (2=—z),
(zi=1),(2,=1), etc, deviennent inutiles. C'est donc sara-
bondamment que ces dernitres oat éué employées au n* 54
dans la recherche des rucines positives de Iéquation........
&’ 3T = §z20 ; et 2w n° 55, dans celle des racines négatives
de I'équation &'—w=52 o 52° of= BB 12 =20, |

Dans la premitre équation de ce méme u° 55, la seule régls
de Descartes rendolt inutiles toutes les transformées collatérales,
& I'exceptionde celle en ( 2, 1). Tl suffit, pour s’en convaincre,
de jeter les yeux sur les sigues des coefliciens de cette équstion
et de ses transformées successives. On en peut dire autaut par
rapport & I'équation e x dun® 62, et & ses transformdes suscess
sives. En général , il ne faut point perd:s de vue cette rigle de
Descartes, dont les applications se préscutent fréquemment dans
la nouvelle Méthode.



(6o)

Lorsqu'on est parvena & découvrir m — 2 racines réelies d’ane
équation du degré m , on ne peut supposer que les deusx restantes
aient des valeurs réelles comprises entre denx nombres entiers
P et p<1, si Iéquation en (x == p=—= 1 ) n’a pas au moins deux
permanences de signe de plus que celle en (z— p). Ainsi dans
Péuation du n° 46, 2*==y2 <7 =0, lors méme qu’on igno-~
reroit que foutes ses racines sont réelies, la seule vue des
transformées successives apprendroit qu'il ne faut checcher les
déut racines positives de la propssée qu'entre 1 et 3.

(N) Le criterium qui est indigué au u* 53, et que Ion doit
considérer comuae le plus important, peut étre généralisé ainsi:
une cyuation en x ne peut avoir plus de racines comprises
entre zéro et u_ qu'il n'y a de variations de signe dans bé-

Quation en ( g == i) ; u représeniant une valeur positive quel-
conque, etz égalant i;

Sur quoi , il faut chserver qu'en faisant £'=—uz, on a les
~ mémes variations de signe dant I'équation em (z'-—3)om

(:ﬁ - X ) gue dans celle en ( xnw;i) ou (i—-;‘; ) ; ensorte
qu’il suffit, sous ce rapport, d‘obtenic ia premitre.

‘Ainsi la proposée en x n'sura point de racine entre iém et
u, lorsque la transformée en ( & w1 J ou ( z-— 1 ).n“anraqm
des permanences de signe,

Cette uniformité des signes e la transformée avra cones
tamment lieu , lorsqu'il o'y a aucune valeur de x entre o
et 2, sk ce nest quand la proposée a une ou plusieurs
couples de racines imaginaires de la forme f= /' — @, fayant
une valeur positive moindre que celle de u, et ¢ étant moindre
que /' (u—f), et par conséquent moindre que %‘g. Cs cas

d'exception est le seul qui puisse produire quelque variation de
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signe dans la fransformée en { 2'— 1 }; encore n’en est-ce pas
un effet nécessaire.

Dans ce cas, si u=1 s S est une fraction, et @ est ca:%
Siu== xo,festentmoet 10, ef Qﬂt{%ou a5,

® e ’ B .
Si == 100, f est entre 0 et 100, et ¢ est «;{%’w ou aSoc,

Et géncralement, si u== 10", S est enire o ot 10° et @ est
85 N .
< -’-%—- on 25.10%=%, Ceci a également lieu lorsque I'expo-
sant n est négatif. ‘

Ces résuliats se lient avec ceux des ne 857,61, 64; et ce
criterium , ainsi généralisé , se démontre d'vne maniére ans-

Y T S ufx V—ue
fogue dcelle dn n* 57 : 2 ou - est lmj“mm;t; V:%oulj-:q:;—-va

ainsi la partie réelle de 2' ~ 3 estf—(;;:%a?mg; quantité qui ne
peat &ire >=0 qu'sutant que le nombre £ est positif et plus petit
que &, et que @ est < f (&~ f). '
(O) Appliquons ceci & I'éyuation. .. .
Zt ome 132% of= 582* = 1322 - 120 =2 0,

Cette équation est la méme qui 2 été résolue au n° 55,
& V'aide de ses transformées successives en (x=-1), efc.,
et des transformées collatérales en (z=~1),(z,—1), ete.
I et aisé de reconnoitre [55] que ses racines positives , ai
elle en a, sont moindres que 5. '

Les coefficiens de I'équation jnverse en z on < étant. ..
133 o= 5524 58 o g2 fe 35
ceux de I'équation en 2’ ==3z sont...
331 = 5.182 - 5058 % 52 J§4;
ou bien 121 Sgb Saze  Baf 84,
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Les coefficiens de I'équation en (2 ==1), calculés par
PAlgorithme , sont......

133 =f= 88 ofe 60 ofo 16 4= 4.

Done la proposéo n'a point de racine positive moindre que 3 ;
et comme elle n'en pevt avoir gni soit égale ou supérieure &
ce nombre, et gne 'sbsence des permanences ¢a exclut toute
racine négative, il o'ensuit que Péquation en » n's point de
racines réelles. .

L’application de ce criferizom n's pas le méme résultat dans
Véquation snivante. . . .

| &= 2,12 s 0,412 - 0,855 =0 »
équation dont la plus grande racine positive, il y en a , est <2 4.

Les coefficiens de I'équation en 2'= 4z = g‘g sonte. . .

0,855 = 4 3¢ 0,41 =16 X 2,5 =}~ 64 ,
on bie... 0,855 4 1,64 = 3356 64,
Ceux de 1"équation en (2~ 1 ) sont.... _
| 0,855 of- 4,205 e 29,755 -4 52,805,
Donc ia proposés en = a, soit une couple de racines positives ,

soit une couple de racines imaginaires dont lr. partie réelle est
eotre o et 4, et dont la pastie précédée du signe — sous le

sigue Vest(%ou < 4 )

§i on fait attention que les coefficiens de ceite proposée sont
les mémes que ceux de Is transformée en (x— 1 ) dn 0°62, on
appercevra aisément que c'estun ~as d'exception semblable 3
celui que présente I'équation en z résolue dans ce noméro,

(P) Le probléme de la résolution des équations numériques
étant réduit par la nouvelle méthode & la recherche des racipes
d'une équation comprises entre zéro et un, ii est avantageux
de multiplier les moyens de reconnoftrs I'absence de toute ra-
cine réells entre ces deux Limites : en voici donc up quatridme,
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On prendra Ia somme des coefficiens de signe contraire &
celui du dernier terme; si elle n'est pas pins grande que ce
terme, on en conciure évidemment gue I’équation m'a pour
racine aucune valeur entre o et 1.
Ce moyen si simple, appliqué successivement aux diverses
transformées , suffit quelquefois & la résolution d'une 4quation.

. . Reprenons 'ezemple déja employé. ... .

X e 43" e 3L e Bz @
Coefliciens des équations. ... ;
en xo‘ywuﬂaaauxf"“‘ﬁ*‘* 5“"'6

en (X1 ).ssl ot wm 3==B
en (ZT==32)...0 2=~ §j==8
en (Z=3)...14-5-4 6—6
en(X==i4)eosivfeBafe 196
Au premier coup-d'eil jeté sur ics coefficiens , on reconroft
« . aide de ce quat... . . 4-- la proposée n’a point
~ de racine réelle entre © et 3 et par la régle de Descaries ,
on voit que la proposée n'a qu'une vacine réelle , comprise enire
3 et 4. Cette seule régle , d'ailleurs , suffisoit pour indiquer
Vabsence de toute racma réelle entre 1 et 5&

(Q) Si Pessai du moyen précé&en& o's pas snﬂi » On peut
aussi prendre la limite , en plus , des valeurs positives que
I'équation peut avoir pour racines entie o et 1, en la maniére
indiquée par la mote (F ), substituer cette limite A la place de
YVinconnue dans les termes de signe contraire & celui du dernier
terme , et prendre la somme des tevmes ot la substitution a été
faite. Pour que I'inconnue puisse avoir quelque valeur entre
o et 1, il fant évidemment que ceite somme surpasse la va-
leur du dernier terme. Ce moyen est d'une spplication assez
facile ; quand le limite dont il #’agit est une fraction dont les
deux termes n'ont, chacun , gu'vn seol chiffve ; ot il est souvent
sisé de s'en procurer une semblable.
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(R) Si I'on fait = (==1}==<§ , et par conséquent = z==f —1,
aprés le changement des signes des termes de rang pair dans
les équations en (@-=— 1) et en &, on avra deux équations en £
ei (£=— 1), auxquelles on pourra sppliquer les wlmee moyens
indiqués dans les notes précédentes , pour manifester Psbsence
des racines réelles emtre 2éro et un dans I'équation en £, et
par conséquent dans celic en &,

(S) Ces divers moyens tendant & diminuer beauecoup le
nombre des opérations , ne doivent pas ftre négligés dans 'usage
de la nouvelle Méthode. Néanmoins il pourra parciire conve-
nable de ne point embarrasser les commengans par trop ds
détails , et de lvs exercer d'abord & résoudre les éguaiione par
les seuls procédés indiqués dans le corps de l'ouvrage.

(T) Un eriterium d'une plus grande imporiance est celui
qui résultera de la seconde proposition du n® 39, si on 'admet
en principe général pour une équation quelconque. « Il arrive
» quelquefois dans ces matiéres , dit Fontenelle , que Pon ter--
» de boanes méthodes , et qu’il n'est pas aisé den trouver une
» démonstration asscz préeise ou assez claive. Os voit la route
» quil faut tenir, on voit que I'on arrivera , an arive tou-
» jours; mais & toute rigneur, on pourrcit dowter, et on ne
» forcernit pas un incrédule , triomphe iodispensable pour les
» Mathématiques v. Et cependani ls régle méme de Descartes,
la théorie des paralleles; et plusienrs sutres wérités mathéma-
tiques ,ont é1é généralement admises long-temps avant qu’elles
picat &té rigoureusement démontrdes. |




