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Feuille d’exercices no 6

Applications linéaires

Exercice 1. Équivalence des normes.
Montrer que si deux normes sont équivalentes alors leurs normes subordonnées le sont aussi.

Exercice 2. Calcul de normes subordonnées. Ici K “ R ou C et pm,nq P pN˚q2.
Pour A P Mm,npKq, on note ~A~p, pour 1 ď p ď 8, la norme subordonnée de A relativement aux
normes vectorielles `p sur Km et Kn. On se donne A PMm,npKq.

1. Montrer que

~A~1 “ max
1ďjďn

m
ÿ

i“1

|Ai,j | et ~A~8 “ max
1ďiďm

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.

2. Norme subordonnée à la norme 2.

(a) Montrer que ~A~2 “
a

~A˚A~2.

(b) Montrer que la norme 2 est invariante par tranformation unitaire : si U PMmpKq est tel que
U˚U “ Im et V PMnpKq est tel que V ˚V “ In, alors

~A~2 “ ~UA~2 “ ~AV ~2 “ ~U
˚AV ~2.

(c) Montrer que si m “ n et A est une matrice normale, alors ~A~2 “ ρpAq,
où ρp ¨ q désigne le rayon spectral.

(d) En déduire que
~A~2 “

a

ρpA˚Aq “
a

ρpAA˚q “ ~A˚~2.

Exercice 3. Conditionnement.
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé, ~ ¨ ~ la norme subordonnée associée et A P LpEq inversible.
On définit le conditionnement de A par

CondpAq “ ~A~ ~A´1~ .

1. Montrer que CondpAq ě 1.

2. Montrer que si n P N˚, E “ Rn, } ¨ } “ } ¨ }2 et A est unitaire, alors CondpAq “ 1.

3. Montrer que si px, bq P E2 et px1, b1q P E2 sont tels que b ‰ 0, Ax “ b et Ax1 “ b1 alors x ‰ 0 et

}x´ x1}

}x}
ď CondpAq

}b´ b1}

}b}
.
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Exercice 4. Soit pE, } ¨ }q un espace de Banach, A P LpEq, x0 P E, b P E. On définit pxnqnPN P EN

par, pour tout n P N, xn`1 “ Axn ` b.

1. Déterminer explicitement xn en fonction de n.

2. Montrer que si ρpAq ă 1, alors pxnqnPN converge.

3. Montrer que si ρpAq ą 1, on peut choisir x0 et b tel que }xn}
nÑ8
ÝÑ `8.

Exercice 5. Soit n P N˚ et A PMnpRq.

1. Montrer que si A est à diagonale strictement dominantes (par lignes), c’est-à-dire si

@i P rr1, nss, |Ai,i| ą
ÿ

j‰i

|Ai,j |

alors A est inversible.

2. En déduire que

σpAq Ă
ď

1ďiďn

Bf

˜

Ai,i ,
ÿ

j‰i

|Ai,j |

¸

.

Exercice 6. Différentiabilité des applications multi-linéaires.

1. Montrer qu’une application multi-linéaire est différentiable et déterminer sa différentielle.

2. Soit n P N˚ et A PMnpRq. Montrer que l’application

Rn Ñ Rn , X ÞÑ xX,AXy

est différentiable et calculer sa différentielle et son gradient.

3. Soit V : R2 Ñ R2 de classe C1. Soit A P R2 et ε ą 0.
On se donne X0, X1, X2 : R Ñ R2 de classe C2 telles que, pour tout t P R, X 1ptq “ V pXptqq et
vérifiant X0p0q “ A, X1p0q “ A` εe1 et X2p0q “ A` εe2. On définit alors

Dε : R ÝÑ R, t ÞÝÑ det pX1ptq ´X0ptq, X2ptq ´X0ptqq .

(a) Calculer D1εp0q.

(b) En déduire que divpV qpAq “ limεÑ0
D1εp0q

Dεp0q
.
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