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Feuille d’exercices no 6 bis

Interpolation trigonométrique et transformée de Fourier discrète.

Dans toute la suite on note
(
ck(f)

)
k∈Z les coefficients de Fourier d’une fonction f : R → R périodique

de période 2π (intégrable sur [0, 2π]) : pour tout k ∈ Z

ck(f) =
1

2π

∫ 2π

0
f(x) e−ikx dx .

Exercice 1. Transformation de Fourier discrète.
Soit m ∈ N∗. On définit

Fm : Cm → Cm, (f0, · · · , fm−1) 7−→

 1

m

m−1∑
j=0

fj e
−ik 2πj

m


k∈[[0,m−1]]

et

Gm : Cm → Cm, (c0, · · · , cm−1) 7−→

(
m−1∑
k=0

ck e
ik 2πj

m

)
j∈[[0,m−1]]

.

1. Montrer que Gm = (Fm)−1.

2. En déduire que pour tout (f0, · · · , fm−1) ∈ Cm il existe un unique (c0, · · · , cm−1) ∈ Cm tel que

P : [0, 2π[→ C, x 7→
m−1∑
k=0

ck e
ik x vérifie, pour tout j ∈ [[0,m− 1]], P

(
2πj
m

)
= fj .

Exercice 2. Erreur d’interpolation trigonométrique.
Soit f : R→ R une fonction périodique de période 2π, de classe C2. Soit m ∈ N∗. Pour tout tout k ∈ Z,
on note

c
(m)
k (f) =

1

m

m−1∑
j=0

f
(2π j
m

)
e−ik 2πj

m .

On définit alors

P : R→ C, x 7→
m−bm2 c−1∑
k=−bm2 c

c
(m)
k (f) eik x .

1. Montrer que, pour tout (k, l) ∈ Z2, on a c(m)
k+lm(f) = c

(m)
k (f).

2. En déduire que pour tout l ∈ Z,

Pl : R→ C, x 7→
m+l−1∑
k=l

c
(m)
k (f) eik x

vérifie, pour tout j ∈ [[0,m− 1]], Pl
(
2πj
m

)
= f

(
2π j
m

)
.
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3. Montrer que pour tout k ∈ Z,

c
(m)
k (f)− ck(f) =

∑
l∈k+mZ∗

cl(f) .

4. Montrer que
sup
R
|f − P | ≤ 2

∑
|k|≥bm2 c

|ck(f)|
m→∞−→ 0 .
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