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Analyse numérique-L3

Feuille d’exercices n° 5

PROBLEMES NON LINEAIRES.

Exercice 1. Applications strictement contractantes.

1. Pour tout A € R, on définit &) : R - R, z +— A x.

A quelle condition sur A I'application ® est-elle strictement contractante ?
2. Soit n € N*, A € M,(R) et b€ R". On définit ¢4, : R" - R", . — Ax +b.

(a) On fixe une norme || - || sur R™.

A quelle condition ® 4, est-elle strictement contractante pour || - || ?

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une norme pour laquelle

® 4 est strictement contractante.

(¢) Quel résultat trouve-t-on sur I,, — A?

Exercice 2. Vitesses de convergence.

Soit (ex)ren € (Ry)N une suite de normes d’erreurs associée & un méthode itérative.

1. On suppose que l'on dispose d’une estimation
VkeN, e, < C(C)*

avecC:C’:%.

Quel nombre kg d’itérations faut-il pour que 'estimation précédente garantisse ey, < 10787

Indication numérique : 81&120 € [26,27].
2. On suppose désormais que ’on dispose d’une estimation

VkeN, e < C(CH
avec C=1et C' = 1.
Quel nombre kg d’itérations faut-il pour que I'estimation précédente garantisse ey, < 10787

Indication numérique : In (82212) /In2 € [4,5].

Exercice 3. Méthode de Newton.
1. On cherche a calculer les zéros de f: R — R, 2+ 22 — 2.
(a) Montrer que chacun des zéros de f peut étre approché par la méthode de Newton.
(b) Ecrire explicitement la relation de récurrence vérifiée par les suites des itérés.

(c) L’algorithme est-il globalement défini ?



2.

On s’intéresse au systéme en (r1,72) € R?

—5x1 4+ 2sinxq + 2coszo = 0,
—bx9 + 2sinxy + 2cosxy = 0.

(a) Récrire la recherche de solutions au systéme précédent comme la recherche de zéros d’une
certaine fonction f: R? — R2.
(b) Montrer que chacun des zéros éventuels de f peut étre approché par la méthode de Newton.

(c) Ecrire la relation de récurrence vérifiée par la suite des itérées et justifier que 1’algorithme est

globalement bien défini.

Exercice 4. Méthode de Newton modifiée.
Soit p € N*, Q C R ouvert et f: 2 — R de classe C*°.
Soit z, € Q un zéro d’ordre p de f, c’'est-a-dire que f)(z,) # 0 et que, pour £ € [0,p— 1], f©(z,) = 0.

On se donne o € R* et ’'on cherche a approcher z, par une méthode itérative de fonction d’itération

f(z)
f'(x)

Py: >R, z—z—0

ouQy={zeQ| f(x)#0}.

1.

- W N

Montrer que z, est un zéro isolé de f.
Justifier que Q¢ U {x,} est un voisinage ouvert de z..
Montrer que ®( s’étend en une fonction ® dérivable sur Qo U {z.}.

A quelle condition sur o peut-on assurer que la méthode de fonction d’itération ® est au moins

d’ordre 1 au voisinage de x4 7

A quelle condition sur a peut-on assurer que la méthode de fonction d’itération ® est au moins

d’ordre 2 au voisinage de x, ?

Exercice 5. Méthode du gradient.
Soit @ > 1. On définit

1.
2.
3.

f:R?> =R, (z,y)—azx® + y* cos(z).
Montrer que f atteint un minimum local en 0.

Vérifier que pour tout € R le gradient de f en (z,0) est paralléle a (1,0).

Soit € > 0 et p > 0. On pose Xy = (&,0) et I'on note (X*)),en la suite obtenue a partir de X

par la méthode du gradient a pas p.
(a) Calculer X X1 et X2,
(b) Etudier la convergence de (X®)),cn.

(c) Est-ce surprenant ?



