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M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Feuille d’exercices n° 5

SERIES DE FOURIER & ESPACES FONCTIONNELS

Dans la suite, on utilise le convention de Fourier suivante

T 1 r —mz
cj (u) == = e T Tu(x)dr.
0

Exercise 1. Soit T > 0.

1. Soit 2 < p < oo et p’ son indice de Lebesgue dual. Montrer que
— siw e L¥([0,T7]), alors (cjr(u))jez € (P(Z) avec

1
1(ef (u)jezllerz) < T ¥ lull o (0.1

— si u € LY(]0,T]) est tel que (c]T(u))jez € (7' (Z), alors u € LP([0,T]) avec

1
lull ooy < T7 1I(¢f (w)jezll ()

2. Pour tout s > 0 et 1 < p < 00, on munit

x* = e 120, T]); (14 |i1)e] ()jez € &' (2) }
de || - || xs» défini par
lllxss = lull o, + Il o

ot p’ est I'indice dual de p et pour n > 0

n T
lallons = 10317 €F () sezllor 2
avec la convention que 0° = 1.

(a) Vérifier que pour tout s > 0 et 1 < p < 0o, X*P est un espace vectoriel normé et que, si
s — % > —% > —%, X*%P est un espace de Banach.
(b) Montrer que si 0 < sg < 51, 1 <p < oo et ue€ X0P N X5P alors pour tout § € [0,1], en

posant sg := (1 — 6)sg + 6s1, on a u € X*P avec

1-6
X50:P
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(¢) Montrer que si 1 <p < oo et s > %, il existe C' > 0 tel que si u € X*P_ alors u posséde un

1 T

représentant continu et

—0 0
< C HuH}Yo,p Hu”Xg,p
Le=([0,17)

ol # est déterminé par



Exercise 2. Soit T' > 0.

1. Soit v € L? (R) TZ-périodique, u = vjj0,r] €t M > 0 tel que

loc

2r
lullar == (177 M ¢f (w))jezlln(z) < oo

Montrer que v posséde une unique extension continue TZ-périodique & R + i[—M, M| qui est
analytique sur R +1] — M, M|, et si on note w cette extension

1wl oo (Rt [—ar,00)) < [Jwllas
et pour tout 0 < M’ < M et tout k € N

) |l komay < _Flullar
w oo (Reti [ MY M) < sup (a"e™%) < -
| [l £oe (R [~ M7, 0a7) (M — M")k aeRRr( ) (M — M)k
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2. Soit M >0et w: R+1i[—M, M| — C continue TZ-périodique, analytique sur R +i] — M, M.

Montrer que si on note u = wyjo 7, alors

2r)j
[(e™T MCJT(U))J'GZHeoo(Z) < Jwl poo (R [— M, M])

et pour tout 0 < M’ < M

| 4o F (-0
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