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M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Feuille d’exercices n°5

SERIES DE FOURIER & ESPACES FONCTIONNELS

Dans la suite, on utilise le convention de Fourier suivante

T 1 r —mz
cj (u) == = e 7 Tu(r)dr.
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Exercise 1. Soit T > 0.
1. Soit 2 < p < oo et p’ son indice de Lebesgue dual. Montrer que

— siwu e L¥([0,T7]), alors (c;‘r(u))jez € (P(Z) avec
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(e (w)jezllerz) < T 7 lull o omy

— siu € LY([0,T]) est tel que (c;‘r(u))jez € 7' (Z), alors u € LP([0, T]) avec

1
lull ooy < T7 [I(¢f () ezl (2
2. Pour tout s > 0 et 1 < p < 0o, on munit
xo# = {ue LN0.T)); (1L+ 1)) (w)sez € ¢(2) }
de || - || xs» défini par
[ullxsr = [Jull xop + [l 5o

ou p’ est I'indice dual de p et pour n > 0

lullns = 10317 €7 @) sez g 2
avec la convention que 0° = 1.
(a) Vérifier que pour tout s > 0 et 1 < p < 0o, X*P est un espace vectoriel normé et que, si
s — % > —% > —%, X*%P est un espace de Banach.
(b) Montrer que si 0 < s9 < 81, 1 < p < oo et u € X%P N X*P alors pour tout § € [0, 1], en
posant sg := (1 —0)sg + 0s1, on a u € X%9P avec
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[l oy

[l gsp.r < llul

(¢) Montrer que si 1 < p < oo et s > %, il existe C > 0 tel que si u € X*P, alors u posséde un
représentant continu et
1-60 0
< Cllull o, lull

1 /T
u—— [ u : .
T Jo  lpeoqom) Xop TRXEE

0=(1-0) (;) + 0 <s}1)>.

ol 6 est déterminé par



Exercise 2. Soit T' > 0.

1. Soit v € L? (R) TZ-périodique, u = vjj0,r] €t M > 0 tel que

loc

2r
lullar == (177 M ¢f (w))jezlln(z) < oo

Montrer que v posséde une unique extension continue TZ-périodique & R + i[—M, M| qui est
analytique sur R +1] — M, M|, et si on note w cette extension

1wl oo (Rt [—ar,00)) < [Jwllas
et pour tout 0 < M’ < M et tout k € N
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| [l £oe (R [~ M7, 0a7) (M — M")k aeRRr( ) (M — M)k
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2. Soit M >0et w: R+1i[—M, M| — C continue TZ-périodique, analytique sur R +i] — M, M.

Montrer que si on note u = wyjo 7, alors
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et pour tout 0 < M’ < M
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