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M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Feuille d’exercices n° 3

DUALITE ET FORMULATIONS VARIATIONELLES

Exercise 1. Soit (E, ;) un espace mesuré, 1 <p < oo et f € LP(E).

Donner explicitement g € L?' (E) non nul tel que

Léggdu——uﬂLﬂmumuﬂ@>

ou p’ est le dual de Lebesgue de p.

Exercise 2. Lemme TT*.

1. Montrer que si Hy et Hs sont deux espaces de Hilbert, T': Hy — Hs est linéaire continu et 1™

note ’adjoint hilbertien de T', alors

1Tty =t = 1T o1ty = VT T* ||y 11, -
2. Soit d € N* et A € M 4(R). Définissons
T: RY— L%([0,1];RY)

par pour tout Xo € R?
T(Xo): [0,1] >R, telXy
(ott I'on identifie les vecteurs de R? & des vecteurs colonnes).
(a) Vérifier que T' est une application linéaire continue.
(b) Calculer T* l'adjoint hilbertien de T' puis TT™*.

(¢) Supposons de plus que A* = —A. Déterminer S : [0,1] = My(R) tel que pour tout
@ € L2([0,1]; RY) et tout t € [0, 1]

1
T ()0 = [ 5= 9 pls)ds.

Exercise 3. Résolutions explicites.

1. Donner explicitement v € H*(R.;) tel que pour tout v € H'(R)
/ (wo+u'v') = v(0).
Ry

2. Donner explicitement v € HY(R) tel que u — u” = do.



3. Pour f € L*([-1,1]) et (a, B) € R? donner explicitement u € H2(] — 1, 1]) tel que
u—u' = f, u'(—1) =« et u'(1) = 8.
4. Pour f € L?([0,1]) et (a, B) € R? donner explicitement u € H?(]0,1[) tel que
—u" = f, u(0) = o et u(l) =4.
5. Pour f € L%([0,1]) et (o, 8) € R? déterminer a quelle condition il existe u € H?(]0, 1[) tel que

—u" = f, u'(0) = « et u'(1) = B.



