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Feuille d’exercices no 3

Dualité et formulations variationelles

Exercise 1. Soit (E,µ) un espace mesuré, 1 ≤ p < ∞ et f ∈ Lp(E).
Donner explicitement g ∈ Lp′(E) non nul tel que∫

E
f g dµ = ∥f∥Lp(E) ∥g∥Lp′ (E)

où p′ est le dual de Lebesgue de p.

Exercise 2. Lemme TT ⋆.

1. Montrer que si H1 et H2 sont deux espaces de Hilbert, T : H1 → H2 est linéaire continu et T ⋆

note l’adjoint hilbertien de T , alors

∥T∥H1→H2 = ∥T ⋆∥H2→H1 =
√

∥T T ⋆∥H2→H2 .

2. Soit d ∈ N⋆ et A ∈ Md(R). Définissons

T : Rd → L2([0, 1];Rd)

par pour tout X0 ∈ Rd

T (X0) : [0, 1] → Rd , t 7→ et AX0

(où l’on identifie les vecteurs de Rd à des vecteurs colonnes).

(a) Vérifier que T est une application linéaire continue.

(b) Calculer T ⋆ l’adjoint hilbertien de T puis TT ⋆.

(c) Supposons de plus que A⋆ = −A. Déterminer S : [0, 1] → Md(R) tel que pour tout
φ ∈ L2([0, 1];Rd) et tout t ∈ [0, 1]

TT ⋆(φ)(t) =

∫ 1

0
S(t− s)φ(s) ds .

Exercise 3. Résolutions explicites.

1. Donner explicitement u ∈ H1(R+) tel que pour tout v ∈ H1(R+)∫
R+

(u v + u′ v′) = v(0) .

2. Donner explicitement u ∈ H1(R) tel que u− u′′ = δ0.
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3. Pour f ∈ L2([−1, 1]) et (α, β) ∈ R2 donner explicitement u ∈ H2(]− 1, 1[) tel que

u− u′′ = f , u′(−1) = α et u′(1) = β .

4. Pour f ∈ L2([0, 1]) et (α, β) ∈ R2 donner explicitement u ∈ H2(]0, 1[) tel que

−u′′ = f , u(0) = α et u(1) = β .

5. Pour f ∈ L2([0, 1]) et (α, β) ∈ R2 déterminer à quelle condition il existe u ∈ H2(]0, 1[) tel que

−u′′ = f , u′(0) = α et u′(1) = β .
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