Université de Rennes Semestre printemps 2024-2025

M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Feuille d’exercices n°1

ESPACES DE LEBESGUE

Dans tout ce qui suit, N € N*, Oy note l'origine de R, les normes sur RV sont les normes euclidiennes

canoniques et par défaut la mesure sur les ouverts de R est la mesure de Lebesgue.

Exercice 1. Injections.

1. Soit (p,po,p1) € [1,00]® avec py < p1 et tel qu'il existe C' > 0 tel que pour tout f € LPo(RN) N
LPL(RN), I'on ait f € LP(RY) et

1 1lzerry < € (1 lzoogeny + 171y )

Montrer que p € [pg, p1]-
2. Montrer que si (E, i) est un espace mesuré, (p,po,p1) € [1,00]? et 6 € [0,1] sont tels que

1 1-60 0

p Do b1
alors pour tout f € LPO(E) N LPY(E), 'on a f € LP(E) et

1A llzoe) < 1AL iy 17 iy -

3. Montrer que pour tout 1 < p < oo, £1(ZN) C P(ZN) et || - len(zny < |- ez

Exercice 2. Mondmes.

Soit 0 € R et 1 < p < oo. Considérons
f:BOxn,D)\{On} =R, z~ ||, et g: RV\ B(Oy,1) = R, =+ |z]°.

1. A quelle condition a-t-on f € LP(B(0x, 1)\ {On})?
2. A quelle condition a-t-on g € LP(R™ \ B(0n,1))?

Exercice 3. Opérateur de multiplication.
Soit (E, p) un espace mesuré o-fini, m : £ — R mesurable et 1 < p < oo.

Pour tout v : E — R mesurable, on note T}, (u) := mu.
1. A quelle condition sur m a-t-on T, (u) € LP(E) pour tout u € LP(E)?

2. Dans ce cas, que vaut la norme d’opérateur || Tl zr(my—rr(E) ?



Exercice 4. Interpolation compleze.

1. Théoreme des trois droites, méthode de Phragmen-Lindeldf. Pour (a,b) € R? et a € R, on pose
Agp:={z€C;a<Re(z)<b}, Dy :={z€C;Re(z)=a}.

(a) Montrer que f: C — C, z = exp(i exp(2miz)) est holomorphe telle que fip, et fip, soient

bornées mais que f| Ao, SOit non bornée.
(b) Soit f une fonction complexe continue sur Ag 1, holomorphe sur Ag ;.

i. Montrer que

si lim max |f(r+iR)| = 0, alors  sup|f| < max (sup]f] sup]f\) .
R—+00 0<r< Ao D, Dy

ii. En déduire que si pour tout w > 0, la fonction Ag; — C, z +— exp(—w |Im(2)|?) f(z) est

bornée, alors f est bornée sur Ag 1 et pour tout 0 <6 <1

1-6 0
supf] < <SUP|f|> (sup m) .
Dy Do D,

Indication : considérer, pour € > 0 et A€ R, fao: Ag1 — C, z > exp(ez? + \2) f(2).

2. Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin. Soit (E, u) et (F,v) deux espaces mesurés o-finis.

Soit 1 < pg,p1 < oo et 1< qp,q1 < oo et une application linéaire
T : LP°(E)+ LPY(E) — L*(F) + LY (F)

telle que T'(LP°(E)) C LY (F) et T(LP'(E)) C LT (F).

Soit 0 <A < 1. On définit 1 < pg <ooetl< gy <oopar

1 1-6 6 1 1-6 0
+ — +

Po Do P 96 0 a
(a) Rappeler pourquoi LP (E) C L™ (E) 4+ LP'(E).

(b) Soit g une fonction simple mesurable sur E de support de mesure finie et h une fonction simple
mesurable sur F' de support de mesure finie. Montrer qu’il existe f une fonction complexe

continue et bornée sur Ag 1, holomorphe sur Ay 1, telle que

1(6) = /F T(g)hdv,

et
Py i Py i
q q
sup | f| < [[Tl|zro—rzao l|gll15e [Pl % sup | f| < | Tllzer—za gl rre RN 5
Do L7 D, L%

ou, pour 7 € [1,00], 7 est I'indice de Lebesgue dual de r.

(¢) En déduire que T'(LP?(E)) C L% (F) et que
1Tl 7o o0 < (1T Nzro—sra0)' = (TN 21— )’

3. Redémontrer les inégalités de Young sur les produits de convolution & partir du résultat de la

question précédente.



4. Test de Schur. Soit (E, u) et (F,v) deux espaces mesurés o-finis et K : £ x F — R telle que pour
presque tout = € E, K(z,-) € L'(F) et pour presque tout y € F, K(-,y) € L'(E) avec

| K[| oo (301 (F)) := esssup,ep||K (2, )| g1y < +o00

et
I K| oo (01 (B)) = esssupyep | K (5 y) L m) < +oo.
Montrer que 'application

(LY OL™)(F) > (L 0 L9)(E), [ /F K(~y) f(y) du(y)

est bien définie et, pour tout 1 < p < oo, peut étre étendue en une application T}, : LP(F) — LP(E)

avec
1—1
1Tl o (ry— ey < (Koo ry) P (1K | poe(pinr(my)) P -

RS



