
Université de Rennes Semestre printemps 2024-2025
M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Feuille d’exercices no 1

Espaces de Lebesgue

Dans tout ce qui suit, N ∈ N∗, 0N note l’origine de RN , les normes sur RN sont les normes euclidiennes
canoniques et par défaut la mesure sur les ouverts de RN est la mesure de Lebesgue.

Exercice 1. Injections.

1. Soit (p, p0, p1) ∈ [1,∞]3 avec p0 ≤ p1 et tel qu’il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ Lp0(RN ) ∩
Lp1(RN ), l’on ait f ∈ Lp(RN ) et

∥f∥Lp(RN ) ≤ C
(
∥f∥Lp0 (RN ) + ∥f∥Lp1 (RN )

)
Montrer que p ∈ [p0, p1].

2. Montrer que si (E,µ) est un espace mesuré, (p, p0, p1) ∈ [1,∞]3 et θ ∈ [0, 1] sont tels que

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1

alors pour tout f ∈ Lp0(E) ∩ Lp1(E), l’on a f ∈ Lp(E) et

∥f∥Lp(E) ≤ ∥f∥1−θ
Lp0 (E) ∥f∥

θ
Lp1 (E) .

3. Montrer que pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, ℓ1(ZN ) ⊂ ℓp(ZN ) et ∥ · ∥ℓp(ZN ) ≤ ∥ · ∥ℓ1(ZN ).

Exercice 2. Monômes.
Soit σ ∈ R et 1 ≤ p ≤ ∞. Considérons

f : B(0N , 1) \ {0N} → R, x 7→ ∥x∥σ , et g : RN \B(0N , 1) → R, x 7→ ∥x∥σ .

1. À quelle condition a-t-on f ∈ Lp(B(0N , 1) \ {0N}) ?

2. À quelle condition a-t-on g ∈ Lp(RN \B(0N , 1)) ?

Exercice 3. Opérateur de multiplication.
Soit (E,µ) un espace mesuré σ-fini, m : E → R mesurable et 1 ≤ p ≤ ∞.
Pour tout u : E → R mesurable, on note Tm(u) := mu.

1. À quelle condition sur m a-t-on Tm(u) ∈ Lp(E) pour tout u ∈ Lp(E) ?

2. Dans ce cas, que vaut la norme d’opérateur ∥Tm∥Lp(E)→Lp(E) ?
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Exercice 4. Interpolation complexe.

1. Théorème des trois droites, méthode de Phragmen-Lindelöf. Pour (a, b) ∈ R2 et α ∈ R, on pose

∆a,b := { z ∈ C ; a < Re(z) < b } , Dα := { z ∈ C ; Re(z) = α } .

(a) Montrer que f : C → C, z 7→ exp( i exp(2π i z)) est holomorphe telle que f|D0
et f|D1

soient
bornées mais que f|∆0,1

soit non bornée.

(b) Soit f une fonction complexe continue sur ∆0,1, holomorphe sur ∆0,1.

i. Montrer que

si lim
R→±∞

max
0≤r≤1

|f(r + iR)| = 0 , alors sup
∆0,1

|f | ≤ max

(
sup
D0

|f | ; sup
D1

|f |
)

.

ii. En déduire que si pour tout ω > 0, la fonction ∆0,1 → C, z 7→ exp(−ω |Im(z)|2) f(z) est
bornée, alors f est bornée sur ∆0,1 et pour tout 0 ≤ θ ≤ 1

sup
Dθ

|f | ≤
(
sup
D0

|f |
)1−θ (

sup
D1

|f |
)θ

.

Indication : considérer, pour ε > 0 et λ ∈ R, fλ,ε : ∆0,1 → C, z 7→ exp(εz2 + λz) f(z).

2. Théorème d’interpolation de Riesz-Thorin. Soit (E,µ) et (F, ν) deux espaces mesurés σ-finis.
Soit 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ et 1 ≤ q0, q1 ≤ ∞ et une application linéaire

T : Lp0(E) + Lp1(E) → Lq0(F ) + Lq1(F )

telle que T (Lp0(E)) ⊂ Lq0(F ) et T (Lp1(E)) ⊂ Lq1(F ).
Soit 0 ≤ θ ≤ 1. On définit 1 ≤ pθ ≤ ∞ et 1 ≤ qθ ≤ ∞ par

1

pθ
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

qθ
=

1− θ

q0
+

θ

q1
.

(a) Rappeler pourquoi Lpθ(E) ⊂ Lp0(E) + Lp1(E).

(b) Soit g une fonction simple mesurable sur E de support de mesure finie et h une fonction simple
mesurable sur F de support de mesure finie. Montrer qu’il existe f une fonction complexe
continue et bornée sur ∆0,1, holomorphe sur ∆0,1, telle que

f(θ) =

∫
F
T (g)h dν ,

et

sup
D0

|f | ≤ ∥T∥Lp0→Lq0 ∥g∥
pθ
p0
Lpθ ∥h∥

q′θ
q′0

L
q′
θ
, sup

D1

|f | ≤ ∥T∥Lp1→Lq1 ∥g∥
pθ
p1
Lpθ ∥h∥

q′θ
q′1

L
q′
θ
,

où, pour r ∈ [1,∞], r′ est l’indice de Lebesgue dual de r.

(c) En déduire que T (Lpθ(E)) ⊂ Lqθ(F ) et que

∥T∥Lpθ→Lqθ ≤ (∥T∥Lp0→Lq0 )
1−θ (∥T∥Lp1→Lq1 )

θ .

3. Redémontrer les inégalités de Young sur les produits de convolution à partir du résultat de la
question précédente.
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4. Test de Schur. Soit (E,µ) et (F, ν) deux espaces mesurés σ-finis et K : E×F → R telle que pour
presque tout x ∈ E, K(x, ·) ∈ L1(F ) et pour presque tout y ∈ F , K(·, y) ∈ L1(E) avec

∥K∥L∞(E;L1(F )) := esssupx∈E∥K(x, ·)∥L1(F ) < +∞

et
∥K∥L∞(F ;L1(E)) := esssupy∈F ∥K(·, y)∥L1(E) < +∞ .

Montrer que l’application

(L1 ∩ L∞)(F ) → (L1 ∩ L∞)(E) , f 7→
∫
F
K(·, y) f(y) dν(y)

est bien définie et, pour tout 1 < p < ∞, peut être étendue en une application Tp : L
p(F ) → Lp(E)

avec
∥Tp∥Lp(F )→Lp(E) ≤

(
∥K∥L∞(E;L1(F ))

)1− 1
p
(
∥K∥L∞(F ;L1(E))

) 1
p .
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