Université de Rennes Semestre printemps 2023-2024

M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Controle continu n° 3

Rappel de notations : On rappelle les conventions suivantes

1
loc

— les coefficients de Fourier T'Z-périodiques d’une fonction L; = TZ-périodique sont définis par

T 1 T _ 2inj )
ci(u) = = e T Tu(zr)de, jeZ
0
— la transformée de Fourier est donnée pour les fonctions intégrables sur RY par
F(u)(&) = / e Ty (z) dz, ¢eRY.
Rd
De plus,
— pour k € N, on note H*

pér

dans H*(Ja,a + TY), et 'on pose

(Ja,a+T[) 'adhérence des polyndmes trigonométriques TZ-périodiques
ggr(]a7 a+ TD = MNkeN H&r(]% a + TD

— pour k € N, on note HE(Ja,b]) 'adhérence dans H*(Ja,b[) des fonctions C> & support compact
dans ]a, b, et 'on pose
Hge(Ja,b]) = Nken Hg (Ja, b]) -

On utilisera aussi l'identification canonique des fonctions v : X x Y — Z, (t,x) — u(t,z) avec les

fonctions X — ZY t > u(t,-).

Exercise 1. Déterminer les coefficients de Fourier Z-périodiques des fonctions suivantes.
1. sin(4m-) 2. cos(87-) 3. 1+ cos(2m-) + sin(87 -)
4. sin(27 -)3 + cos(8 -)? 5. sin(27 ) cos(6m -) 6. cos(4w-) sin(27 -)?

Exercise 2. Calculer en fonction de n € Z les intégrales suivantes

I, ::/ 2"dz, Jn ::/ 2"dz, K, ::/ (z—2)"dz,
aD(0,1) aD(2,1) oD(2,1)

ot les bords sont orientés dans le sens direct et, pour tout (a,r) € C x R, D(a,r) note le disque ouvert

complexe centré en a et de rayon r.

Exercise 3. Soit d € N*. Montrer que pour tout f : R¢ — R mesurable,
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Exercise 4. On note g la masse de Dirac en 0 vue comme distribution sur R.

1. Déterminer a € R tel que la fonction

0 siz <0

ax? siz>0

up: R— R, xr—>{

vérifie uj’ = do.
Déterminer toutes les distributions u € D'(R) telles que u” = dy.
Déterminer toutes les distributions impaires u € D'(R) telles que v = dy.

Déterminer toutes les distributions paires u € D'(R) telles que v = dy.

A

Déterminer toutes les distributions u € D'(R) de support inclus dans R_ telles que v = dy.

Exercise 5. Pour (a,b,c,d) € R*, on considére
faped 1] —L1—=R, z— ar® +bx+c+dsin(2nx).

1. Déterminer en fonction de (a, b, ¢, d) € R* le plus grand k € NU{oo} tel que fupca € H;’fér(] —1,1]).

2. Déterminer en fonction de (a, b, ¢,d) € R* le plus grand k € NU{oc} tel que fopca € HE(]—1,1[).

Exercise 6. On définit Epqp ¢ Llloc(]O, %[) — Llloc(] — %, %[) par, pour tout u € Llloc(]O, %[),

u(z) six>0

Epair(u) : ] - u(—q;) stz <0

Sl

3R,z {
1. Montrer que, pour tout k € N,
Ez;llir(H;’fér(] - %7 %D)

= {u e HF 10, %[)7 pour tout j € Ntel que 27 +1 <k —1, u(Qj'H)(O) =0et u(2j+1)(%) = O} ,

ol les valeurs en 0 et en % sont définies au sens des traces.

2. Soit a, b et ¢ des fonctions continues sur | — %, %[ avec a et c paires et b impaire telles que pour
tout f € L2(] — 3, 3), il existe un unique u € H2 (] - 2. 3D tel que —(aw') +bu' 4+ cu = f.
On pose
ag =a , bo =05 , et cp=c .
0= Y1030 0= "oy 0= %o

En déduire que pour tout g € L2(]0, 1[), il existe un unique v € H%(]0, 1[) tel qu’au sens des traces
v'(0) =0'(3) =0et —(apv) +bov' +cov =g.



Exercise 7. Soit d € N*. On identifie les vecteurs de R%*! avec les couples de vecteurs (¢, z) € R x R¢

et on introduit une transformée de Fourier partielle F, telle que pour tout u € C°(R; L' (R%))

Folu)(t,6) = /R (e de, (16 € RxRY

1. Déterminer une fonction w : Ry — R telle que pour tout u € S(R¥1!), en posant v = F,(u) et
f = Fz(Au) l'on ait
Ou(t,€) = wllgl v(t, &) + (£, €).

2. Calculer pour € e Réett € R
exp |t 0 1
PU g o) )

3. Déterminer Cp > 0 tel que si a € S(RY) et

u=F' (€)= e la(e))

alors

Huno,oo[deHHl(]o,oo[de) = Co Ha\|H%(Rd)~



