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Analyse avancée, M1

Université de Rennes

Exercice 1

On rappelle que pour u fonction Z-périodique, ses coefficients de Fourier sont

1
cj(u) = /0 u(z) e~ 2T 4, jEZ,

et que ¢; (2™ ) = G 1.

e2im(2z) _ ,—2im(2w)

1. On écrit sin(4rx) = , d’ont par identification :

2
1 1 .
02:2—2,, c,gz—i, c; = 0 pour j # £2.

2. On décompose en exponentielles complexes :

( ) - e2imr _ o —2imx N €2i7r(4:v) + 6—2i7r(4x)
u(x) = )
2 2
ce qui donne par lecture directe :
1 1 .
co = 2, 01:2—1,, c,lz—z—i, 04:c,4:§, ¢j = 0 sinon.

3. On linéarise chaque terme séparément.

o sin2(2m:) _ 1 - C02S(4M) _ % _ iemn(m) _ 1116721'77(2:5)

e Pour le cube, on développe le binéme :

. , 3
2im(2x —2im(2z
e2im(2z) 4 o—2im( )> _ 1(€2i7r(6w) | ge2im(2e) | g —2im(2n) | 6—2i7r(6x))‘

cos®(4nz) = (

2 8
iti +2im(22) . 13 1 . .
En additionnant, les termes en e se regroupent avec coefficient 1 + 3= d’ou
1 1 .
co = > Cy=C_9g = 3’ Cg = Cg = 3 ¢j = 0 sinon.

Exercice 2

On utilise la formule des résidus : pour f méromorphe au voisinage de D(a,r),

1
gi [ J()dz= 3 Res(f.z0).
2o dD(a,r) zo pOle de f

ZOGD(G/7T)



Calcul de I,,. L’intégrande f(z) = (2 + 1)22™ a un pole éventuel en z = 0 (pour n < —1), qui
est dans D(0,1). On développe :

(z41)2 2" = 22 4 2,0 4 1,

Le résidu en 0 est le coefficient de z~!, non nul ssi 'un des exposants n +2, n+ 1, n vaut —1 :

I3=1 I,=2 I,=11I,=0pourn¢{-3 -2 —1}.\

Calcul de J,. Le seul pole éventuel de (z+1)22" est z =0. Or [0—2| =2 > 1, donc 0 ¢ D(2,1).
L’intégrande est holomorphe sur un ouvert contenant D(2,1), d’ou par Cauchy :

’Jn:O pourtoutnEZ.‘

Calcul de K,,. L’intégrande (z+1)2(z—2)" a un pole éventuel en z = 2 € D(2,1) (pour n < —1).
On pose w=z—2et lonécrit z4+1=w+3:

(z+1)*(2—-2)" = (w+3)?w" =w" P + 6w +9uw™

Le résidu en z = 2 est le coefficient de w! :

’K_g =1, K2=6, K1=9 K,=0pourn¢{-3 -2, —1}.‘

Exercice 3

La fonction f,(x) = cos(4max) est définie sur |—1, 1], intervalle de longueur 7' = 2. On identifie f,
& son prolongement 2-périodique.

Cas a € %Z. Alors 4o € Z et cos(4max) est un polynome trigonométrique 2-périodique. Donc

fa € H;gr(] _1a1[) :

Cas a ¢ %Z. On applique un théoréme du cours qui nous dit que f, € HEF,  si et seulement

si fo € H* et que les dérivées jusqu’a lordre k — 1 existent et sont Continuespe(l;jomme fonctions
2-périodiques sur R).
Continuité. Comme f, est paire,
fa(17) = cos(4ma) = cos(—4ma) = fo(—17),
donc f, est continue.
Dérivée premiére. On calcule les limites aux points de jonction :
f1(17) = —4rasin(4na), fo(—=11) = —drasin(—4ra) = 4rasin(4ra).

Le saut vaut f.(—1%) — f/(17) = 8rasin(4na) # 0, car « # 0 et 4o ¢ Z. Donc

fa € Hgér(] _Ll[) .

et k =1 est le plus grand entier vérifiant cette propriété.



Remarque: Dans le second cas, on pouvait égalemnt calculer la régularité Sobolev via la décrois-
sance des coeffiicents de Fourier. Une intégration par parties (le terme de bord s’annule grace a
la continuité de f,) donne

1 .
i(fa) =0( ) pour il = e,
et cette borne est optimale. On en déduit :
> (142 e < — ZL< s 4-2k>1 e k<>
: TG s 0 2 ik < 3"
JEZ Jj#0

Le plus grand entier vérifiant k < % est k= 1.

Exercice 4

1. On note p' = P € [1,00] lexposant conjugué de p. L’idée commune aux trois cas est

d’écrire |u(x)| = |z|7 - |z|*|u(z)| et d’appliquer 'inégalité de Holder.

Cas a+1/p < 1. Sur [—¢,¢], Holder donne :

€
J 1 < U ey Il

—&
On calcule le premier facteur :
, € , 9 gl—ap’
I =2 o de= 2
Lr ([7575]) 0 1 - Oép/

1
qui converge car o + — < 1 se réécrit ap’ < 1. On en tire :
p

51—(a+1/p)’

|| "|_a||Lp/([,5,€D = Ca,p 5(1_ap W — Ca,p
ce qui donne la borne voulue avec K = K(a, p).

Cas a+1/p > 1. Sur R\] — R, R[, la méme démarche donne :

/||>R‘U| < ”Hi(lHLP’(R\]_R,R[) ”|“aUHLP(R)-

On a cette fois : —
/ o0 ) 2 Rt—p

[ o =2 2P dr=——r,
LP (R\]-R,R]) R ap’ —1

~ —_ / / —_ —_ 2z
convergent car ap’ > 1. D’ou un facteur RU-ap")/p" — p—(a+1/p=1) " comme annoncé.

Cas a+1/p=1. Alors ap’ =1, et sur [e, R] (en doublant par symétrie) :

R
/ R
|y P _ -1 _ v
Il|-] HLPI([E,R])_Q/E x dx—21n<€>.

1/p’ 1 1 o
Dot ||[-|7||»r =C (ln ]:) . Or — =1~- - = q, ce qui donne la borne en (ln f) .
p p



2. On pose ¢(g) = Ae" + Bln(1/¢) et on cherche son minimum sur RY :

/ -1 B B Y
¢'(e) = Ane" —;:0 <— Ane"=B <— |e.=|-— .

C’est un minimum car ¢(¢) — +00 quand € — 07 et quand & — +oo.

3. On pose (R) = AR™+ Bln R et on dérive :

An B Ap\Y/7
"(R) = — — n_ _
V(R)=-fli+ =0 = BRI=An RC—<B> .

1

On observe que R.(n, A, B) = m
(& 777 )

4. On calcule explicitement :

B B \'"
A+ —,B) = <1 B <nA+B.
5c<77, +n, ) (nA+B> < car B <nA+
+ B

1/¢
RC<C,C+§,B>:(CCB > >1 car (C+ B > B.

Doue. <1< R,..
5. On fixe u mesurable non nul tel que |-|u € L>(R), et I'on pose :
Av= 1 ullpee, A= 1 Pullee,  Bo = 1wl pee.

On décompose |Jull;1 = /

|z|<e

|ul -|-/ |ul —|—/ lu| pour 0 < ¢ < R, et 'on applique la
e<|z|<R |z|>R

question 1 avec p = o0 :

(a:%,p:oo) : / [u
|z|<e

(=1, p=o0) : / lu| < K1n<R>BO,
e<|z|<R €

(a:%,p:oo) : / |ul < KR Y%2A,.
lz|>R

IN

K61/2A1,

On obtient ainsi :

R
lJullr < K<A1 e'/2 4+ By In = + Ay R_1/2> .
5
I R 1 o ,
On réécrit In — = In = + In R et I'on optimise séparément.
€ €

1
e En e : on minimise g(¢) = A; /2 4+ BylIn(1/¢). Par la question 2 avec n = 3 A=A, B= By,

on trouve : ) ) )
=—)] = —5 = 2B Bgln — .
Ec <A1/2> A% ’ g(ec) 0+ Doln 438



1
e Fn R : on minimise h(R) = Ay R™1/24 Byln R. Par la question 3 avec n = 3 A=Ay, B= By,
on trouve : A2 2
2 2
h(RC) = 2B0 + BO In @ .

La question 4 assure . < R, ce qui valide la décomposition. En sommant :

R.=

4B%’

Ry
llul| 1 < K By (4 +1In 16361) .

Enfin, comme A; < 24; + By, on a A3A42 < (24, + By)?(242 + By)?. De plus

(241 + By)(242 + By)
>1
B? -

(car 24; + By > By), ce qui permet d’absorber les constantes additives dans le logarithme :

241 + By)(242 + B
ullpr ) < K’B0<1+1n( 1+ 0])3(2 2+ 0)) ’
0

c’est-a-dire I'inégalité annoncée avec Ay = |||-|V2u|| g, Az = |||-]3/%ul| 1, Bo = |||-| || goe-



