Corrigé du CC2 — M1 Maths Fondamentales
Exercices 1 et 2

Exercice 1

Les fonctions proposées sont toutes 1-périodique et leurs coefficients de Fourrier sont donnés par

1
cj(u) = / e 2mty(z)dr, jEZ.
0
1. On exprime la fonction dans la base des polynoémes trigonométriques :

l(ei27rz o e—i27rm)

sin(2mx) = ¥
i

ce qui donne

1
¢j = 27.(51,3' —0-14)-

2. De méme,

1. ,
cos(brx) = 5 (07 4 g~ 10mr)
donc
1
¢j = 5(03, +0-35)
3
: 1 i —idmx 1 18T —i8mx
2 + sin(47x) + cos(8mx) = 2+ 27,(6 —e )+ 5(6 +e )
donc
1 1
¢j =200, + 5(52,]‘ —0_9j)+ 5(54,]‘ +0_4j).
4.
2rr _ —i27x 4 —idnx
sin?(27x) 4 cos®(4mz) = (e 22,6 )2+ (%)3 :

En développant, on trouve

1 1

¢j = 550,3' + 8(52’j +0-2j 406, +0-6)

1



5. Ici on peut faire de méme, ou bien linéariser directement en utilisant une formule trigo :

1 1 . . .
cos(2mz) sin(6mwz) = i[sin(87m:) + sin(4nx)] = I(elgm — o iBTT y il gmidmy
i
donc
1
¢j = ;0025 = 0-24 + 045 — 0-4)-
6. On développe
2T —i2mx 2rx _ —i27x
cos?(2mz) - sin (2mz) = (0 (T T3
2 21
et on trouve
1 1 1
¢ = 1g; (015 = 0-14) + 552 (03,5 = 0-3,5) = 55~ (05,5 — d-5.5) -

32i 32i

Exercice 2

1. Cette identité découle d’une intégration par parties :

[ et@ @z =3 [ oY @s =3 [ Pl

Il n’y a pas de termes de bords car f € C}(R) par hypothése. Ainsi, ¢ = —% € R* convient.
2. On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ ar@r@ad < ([ rpa) ([ rara)”.

Le résultat s’obtient en utilisant la formule de Plancherel puis en élevant au carré.

Exercice 3

1. On vérifie facilement que pour u € VVlicl(R), |lullx est une quantité positive ou nulle, qui

vérifie les propriétés d’homogénéité. En ce qui concerne I'inégalité triangulaire, nous déduisons
de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

/w\u+v|2:/w|u]2—|—/ w]v|2—|—2Re(/ wuv)
R R R R

On aurait aussi pu directement remarquer que la norme X est associée a une forme bilinéaire
continue positive, ou encore que X s’exprime comme la somme de deux semi-normes.
Dans tous les cas, il reste a vérifier le caractére défini de || - ||x. Observons que

lul|lx =0 = «' =0 presque partout.

Cela implique que u s’identifie & une fonction constante (dans D'(R)), disons c. Or

0= c/Rw(x)dx.

Nous déduisons alors des hypothéses faites sur la fonction w que ¢ = 0.



2. Commencons par justifier que (yu)’ = x'u + xu’ dans D/(R). Pour ¢ € D(R), nous avons

/(plxudx:/(gox)’udx—/ ox udx
R R R

:_/ gpxu’dm—/ ox udz
R R

= —/ exu' + X'u).
R

Par hypothése, x’ = 0 sur [—R, R]. Nous déduisons de ce qui précéde et de 'inégalité trian-
gulaire que

[Oxw) 2wy < x| 2@yl 2wy + 11X ull L2 r0 - B, R)

_1 1

< Ixllzee @y llullx + wq 2 ||X/”L°°(R)(/R }wo!UIde)Q

_1 1

< [Ixllzee @y llullx + wq 2 ||X/”L°°(R)(/ wlu|*dz)?
R\-R,R

1
< (IIxllzeemy + wo 21X Nl oo my) el x

1
ce qui démontre le résultat souhaité avec Cy := (||x||oom) +wg XL (m))-

3. Pour montrer que H'(R) s’injecte dans X et que cette injection est continue, il suffit de
montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout v € H'(R), on a

[ullz2m) < Cllullx -

En effet, le controle de la norme |[u||z2 par ||ul|x découle directement de la définition de la
norme associée a X.

On introduit une fonction x € D(R) telle que x = 1 sur [ R, R] et suppy C [-2R,2R)]. Par
I'inégalité triangulaire, il vient

ull L2y < lIxull 2wy + (1= x)ull 2w -

1

loe(R), alors pour tout € R, nous avons

Puisque (xu) € L

) = [y

—00

d’ot nous déduisons de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

Ixullze < VAR| (xu)'|| 12 < VARCy|u]x -
Cela permet d’obtenir, d’'une part, que

Ixull 2 < VAR|xul| Lo r) < 4RCy|lul|x -
D’autre part,

1
(1 = x)ullz2 < v/woll(1 - x)IILoo(R)(/RwIUIQdﬂﬁ)2 < Vawoll(T =)l zoe my lullx

ce qui conclut.



4. Soit (up)y, une suite de Cauchy dans X. En particulier, (uy), est une suite de Cauchy dans
H'(R) qui, par complétude de H'(R), converge dans H!(R) vers une limite notée u. En

particulier,
lim/ lu' —ul|*=0.
" JR

Il reste & montrer que v/wu € L?(R) et que

lim/ wlu —uy[* =0.
" JR

Par ailleurs, on vérifie que la suite (/wuy, ), est une suite de Cauchy dans L?(R)), qui converge
donc vers une limite notée v dans L?(R). Il reste & montrer que v = y/wu pour conclure. En
effet, si on montre que v = \/wu, alors on obtiendrait que

lim/ w|un—u2:hm/ \\/Eun—\/au\Qz/ v — Vwul* = 0.
" JR " JR R

Le fait que v = y/wu découle directement de l'existence d'une sous-suite (uy, )i telle que

h;?l Up, () = u(x) et li}gn Vwuy, (z) =v(z) pp. ze€R.

L’existence d’'une telle sous-suite commune aux suites (up ), et (y/wuy), pour laquelle il y a
convergence simple vers leur limite respective est assurée par la convergence dans L?(R) de
chacune de ces deux suites.

5. Pour montrer la densité de D(R), on a probablement besoin de supposer que w € L}, (R), ce

que nous allons faire. Fixons v € X. Puisque X C H'(R), la densité de D(R) dans H'(R)
nous donne une suite (uy,), dans D(R) telle que
lim ||u — up|| g =0.
n
Fixons également € > 0. Puisque u € X, nous pouvons trouver R > 1 tel que
IVwull 2y - g r) + 19 2@y = rR) T Ul 2\~ RR) < €-
On introduit alors x € D(R) telle que x = 1 sur [—R, R] et supp x C [-2R, 2R], de sorte que
(1 =x)ullzz + 11 = x)w[[ g2 + [[Vw(l = X)ullr2 <e.
Nous allons montrer qu’il existe une constante C' > 0, indépendante de ¢, telle que

limsup ||u — xu,||x < Ce, (1)
n

ce qui impliquera la densité de D(R) dans X. Montrons (1). D’une part,
lo" = Oxun) Nz < lIxu’ = Ocun)'llz2 + 111 =)0 llz2 < lIxw’ — (xun)llz2 + €
En utilisant la régle de Leibniz, on obtient
" = Ocun)'ll 22 < llxe’ = xupllzz + [IX unllzz + & < X e llu’ = ugllz + X unll L2 + <,
d’ou

limsup [[u" — (xun)'[| L2 < limsup [[X un L2 +¢.
n n

4



Or pour tout n,
X tunl 2wy < IX (un — u)ll2my + X ull L2(m)
<X poe ry 1w = unll r2my + 11X | 2o ) 0l L2 R0 [— B, R))
< X oo wylle — unll 2wy + 1X 2o r)e -
Ainsi,
limsup [’ — (cun)'llzz < (141X llz)e -
D’autre part,

IVw(u—xun) | 2wy < IVwx(u—tn)|2m) + Vol =X)ull2m) < [IVwx(u—un)|r2m)+e-

Or, puisque (x(u — uy,)) € Li, (R), on a

loc
Ix(u = wn) | oo ry < VARl oo ) + X |l oo )1 (w0 = wn) [ 511 (w)

et on conclut que
lim sup [[vwx (v — un)|lL2r) = 0,
n

ce qui achéve la démonstration :

lim sup ||v/w(u — xun)| 2wy < €.
n

. Remarquons que X a une structure Hilbertienne pour la forme bilinéaire symétrique

B(u,v):/ wuv+/ v
R R

et que H~!(R) s’injecte continument dans X’ (puisque X s’injecte continument dans H'(R)).
En utilisant la densité de D(R) dans X, on montre que I'existence et I'unicité d’une solution
dans X équivaut a l'existence et a 'unicité d’une solution v € X au probléme

B(u,v) = (f,v) pour tout v € X .

La résolution d’un tel probléme découle directement du théoréme de Riesz—Fréchet.

. Notons tout d’abord que 6y € H~!(R), ce qui assure 'existence d’une unique solution u € X.
De plus, on déduit de I'unicité et des symétries de ’équation que u est paire.

Lorsque z € R\ [—1, 1], "équation s’écrit
u—u"=0.

Ainsi, il existe A € R (la propriété de symétrie ayant permis de réduire le nombre de constantes
indéterminées) tel que 'unique solution u vérifie : si z € R\ [-1, 1],

Ae” six < -1,
u(z) = .
et siz>1.

Sur [—1, 1], on cherche une fonction tente : linéaire sur [—1,0] avec une pente A et linéaire

sur [0,1] avec une pente —A, de sorte a définir une fonction C*(R*) et telle que 2A = —1.
En écrivant ces contraintes, on trouve que A doit vérifier :
1
del=A=—_.
2



On en déduit que pour tout = < —1,

1
u(zx) = —ie‘rﬂ,

puis on prolonge de facon affine sur [—1,0] en une fonction C*(R* ), et on prolonge en une
fonction paire sur R. En particulier pour = > 1,

. Montrer que I'injection jo est compacte revient & montrer que pour toute suite de fonctions
(un,) € X normalisées :
|lunllx =1 neN,

qui converge faiblement vers 0 :
lim/ u,v =0 pour tout v € L*(R),
n
R

alors on peut extraire une sous-suite telle que
lim ||Unk||L2(R) =0.
ng

Soit M > 1. Par hypothése sur w, il existe R > 0 tel que w(xz) > M pour presque tout
|x| > R. Soit donc x (dependente de R) choisie comme précédemment. Pour tout n,

lunllL2my < lIxunllL2) + (1 = X)unll2(r) -
Par hypothése, on a pour tout n,

< 1 < 1
11 = Xty < 37 llunlx < 17
De plus, on déduit du fait que ||u,||z1 < 1 pour tout n que la suite (xuy), vérifie les
hypothése du théoréme d’Arzela—Ascoli : on peut donc en extraire une sous-suite qui converge
uniformément, et la limite est 0 puisqu’on a supposé que (u,) converge faiblement vers 0.

On a ainsi montré qu’il existe une sous-suite telle que
lilgn IXtn l2r) =0,

et donc )
limksup tng 2 m) < I

On peut alors conclure par extraction diagonale que 0 est bien une valeur d’adhérence de la
suite (|unl|L2(r))n, ce qui acheve la preuve de la compacité de U'injection ja.



