Université de Rennes Semestre printemps 2023-2024

M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Controle continu n° 2 : Correction

Rappel de notations : On rappelle les conventions suivantes

— les coefficients de Fourier T'Z-périodiques d’une fonction Llloc TZ-périodique sont définis par

1

T
c]T(u) = T/ e_Qzju(m)dx, jeZ
0

— la transformée de Fourier est donnée pour les fonctions intégrables sur R? par

F(u)(&) = / e Ty () dz, ¢eRY.
Rd
De plus,
— pour k € N, on note Hgér

dans H*(Ja,a + T|[), et 'on pose

(Ja,a+T[) 'adhérence des polynomes trigonométriques T'Z-périodiques

pec(Jasa +T)) = Nien Hyer(la,a + TY)

— pour k € N, on note HE(]a,b[) 'adhérence dans H*(]a,b[) des fonctions C> & support compact
dans |a, b, et I'on pose
Hge(Ja, b) = Nken Hg (Ja,b]) -

Exercise 1. Déterminer les coefficients de Fourier Z-périodiques des fonctions suivantes.

1. cos(27 ) 2. sin(87 ) 3. 1+ cos(4m-) + sin(87 -)
4. cos(2m-)? + sin(87 )3 5. cos(27 ) sin(87 -) 6. cos(2m ) sin(27 -)*
Correction :

11 suffit de décomposer chaque fonction dans la base de Fourier. On peut aussi calculer les coefficients a

la main mais c’est plus long. Dans la suite on note c¢; pour cjl. de la fonction étudiée.

1. On a

1, . .
Ve eR, cos(2mx)= 5(621” + 72T

de sorte que

1
a=c1=3 et Vjié¢{-1,1}, ¢; =0.
2. On a
1, o )
Ve e R, sin(87z) = 5 (37" — e~ 8ITT)
i
de sorte que
_ 1 _ ¢ Vj ¢ {—4,4}, ¢; =0
64_2i7 C_4 = % € J ) aCj_ .



3. On a

1, 4 : 1, . .
Ve e R, 14 cos(dnzx)+ sin(8rx) =1+ 5(64”“‘ + e_4”“‘) + §(6817m - e_&m)
i

de sorte que

1 1 1
co=1, @=ca2=3, Ga=g5, C4=-x et Vi ¢ {—4,-2,0,2,4}, ¢; = 0.
4. On a
1, 5 ) 1, o )
vz e R, COS(27TJZ')2 + sin(87rx)3 _ Z(621#:1: + 672171'3:)2 . g(6817rx _ e*817r:c)3
7
_ 1 1 dirx 1 —4itx 3 8imx 3 —8inx 1 24imx 1 —24itx
RRAVE AT 8i* g% ta°
de sorte que
1 1 3 3 1 1
c — Cy =C_9g=— Cy = — C_y=— Cclo = — C_19 = —
0= 5> 2 2 ) 4= g0 4 e 12 e 2= o
et
Vj ¢ {0,£2,+4,+£12}, ¢; = 0.
5. On a

1. . . . .
Ve € R, cos(2mx)sin(8rx) = 5 (2™ 4 e HTE) (8T — o7 HITT)
i

_ %eﬁim« _ % ~6imz %eloiﬂx _ % —10irz
de sorte que
1 1 .
3 =05= 1, €-3=C5=— et Vi ¢ {-5,-3,3,5}, ¢; =0.
6. On a
Vr e R, cos(2nz)sin(2nz)t = 3% (62im + e_Qim) (emm - e_2m)4
— 3% (37 4 e AT (6 — detime _ godime | Simr 4 o—Simy)
_ Tlgs 2ime 4 % —2irz 3% 6irz %e*&”—i— %eloiﬂx i %efloiﬂx
de sorte que
1 3 1 .
=C1=7 @B=C3=75, G=C5=o et Vj ¢ {£L£3,£5}, ¢ =0.

Exercise 2. Soit (E,u) un espace mesuré, w : £ — Ry et f : E — R mesurables, (so,s1) € R?,
(po,p1) € [1,00]? et 0 € [0,1]. On définit (sg,pg) € R x [1, 00] par

1 1-6 6
sg=50(1—0)+s10, — = +—.
Do Po b1

Montrer que

w® fllLee < [[w fllzee W Fllo -



Correction :

Notons qu’on a l'identité
1-6 0
(1= 0)po  bpo
Po p1

1=
de sorte que par inégalité d’Holder on a

[l = [ 0= 0 dg
E E

(1-6)pg

0
s Po s P s - s e
< (L) (L) = (o 1 )"
E E

Exercise 3. Pour (a,b,c,d) € R*, on considére
faped )0, 1= R, z— ax? +bx+c+dcos(2mz).

1. Déterminer en fonction de (a,b,c,d) € R* le plus grand k € N U {oo} tel que fopca € Hgér(]o, 1]).
2. Déterminer en fonction de (a,b,c,d) € R?* le plus grand k € N U {oo} tel que fupcq € HE(JO, 1]).

Correction :

1. On a la caractérisation suivante :

ue HF

er(10,1])  si et seulement si u € H* (J0,1[) et Vj <k —1, w9 (0) = w9 (1).
Comme pour toutes valeurs de a, b, c,d, fq .4 est une fonction lisse, il suffit de vérifier la condition
de périodicité. Comme ¢+ d cos(27 - ) est périodique, il suffit de vérifier la partie en x — ax? + bx.
En évaluant la fonction et ses dérivées en 0 et en 1 on obtient
— sia+b+#0,alors k=0;

— sia+b=0et a+#0,alors k=1;
— sia=>b=0alors k = o0.
2. De facon similaire, on vérifie cette fois que la fonction et ses dérivées s’annulent au bord puisqu’on

a la caractérisation :
u € Hg(]O, 1[) siet seulement si € Hk(]O, 1) etVj<k-—1, u9)(0) = ) (1) = 0.
On a pour tout z €]0, 1]

! x) = 2ax + b — 2ndsin(2rx et ! z) = 2a — 472 cos(2nx),
a,b,c,d ,b,C,d

a

de sorte que

fO)=c+d, fW)=a+bt+c+d, f(0)=0b, f(1)=2a+0b, f'(0)=f"(1)=2a—14r%d.
Finalement

—sia+b#0ouc+d+#0,alors k=0;

—sia+b=c+d=0eta#0,alors k=1;
—sia+b=c+d=0,a=0etd#0,alors k =2;

—sia=b=c=d=0, alors k = 0.



Exercise 4. Soit d € N*.
1. Déterminer a € R tel que pour toute fonction intégrable sur R? et tout A > 0,

F(F(5)) =rFHo.

2. En déduire que si (p, q) € [1,00]? sont tels quil existe C' € Ry telle que, pour tout f C> & support

compact sur R?,

IFN N zaray < Cllflrmey
1,1 _

alors st = 1.

Correction :

1. En posant le changement de variable v = A™'z on a pour tout ¢ € R?

/ ¢TI F(A"1z) do = A4 / ™ f(u) du = MF(f)(AE).
Rd

RA

Donc a = d convient.
Soit f € D(R?) non identiquement nulle et A > 0, on note fy = f(A~!) de sorte que F(fy) =

M F(f)(\) par ce qui précéde. D’une part on a
IF (N0 = XF O
= MV F() 0,

et d’autre part
1A\ = A1 F 1
En injectant dans Uinégalité || F(f)|| Lama) < C|lfllLr(me) on a alors
1P e < 0T 7))
Li(R?) = Lr(R4)-
Comme cette inégalité est valable pour tout A > 0, on peut faire tendre A vers 400 (respectivement
vers 07) ce qui donne la condition

-1 1 -1 1
4=-_: <0 (respectivement 4 - =>0),
p

q p q

et finalement on a nécessairement % + é =1.

Il (-3, %[) par, pour tout u € Llloc(](), %[)7

loc

Exercise 5. On définit Ejppair - (o, %[) — Llloc

siz>0

—u(—z) siz <0

N[ =

Eimpair(u) : ] - %7

1
=
8
1
—_—N— =
=N
B

Montrer que, pour tout k € N,

Ei_mlpair(Hllacér(] - %7%[))
{u c Hk(]O, %[), pour tout j € N tel que 25 <k — 1, u(Qj)(O) =0et u(gj)(%) - 0} ’

ol les valeurs en 0 et en % sont définies au sens des traces.

4



Correction :

Notons que pour u suffisamment dérivable et v = Ejppair (1), on a

ul®(z) siz >0
(1) uD(—z) siz<0’

vieN, v (z) = { (1)
On procéde par double inclusion.

— Soit u € H*(]0,1]) telle que pour 2j < k — 1, u®)(0) = u) (1) = 0. Soit v = Ejppair(u), v est
H* sur chacun des sous-intervalles | — 1,0[ et ]0, 3[. Pour obtenir v € H¥(] — £, 1[), il suffit de
raccorder les dérivées en 0 jusqu’a 'ordre k — 1. D’aprés (1), les dérivées d’ordre impair coincident
a gauche et a droite de 0, et les dérivées d’ordre pair coincident car u(%))(0) = 0 par hypothése.
Pour la périodicité, le méme argument avec (1) assure que v(l)(%) = v(l)(—%) pour tout [ < k—1,
et donc finalement v € Hgér(] - 3,1D.

— Soit w € B} - (HE (] —3,3D), et v = Eippair(uw), alors u et v coincident sur ]0,4[ et en

impair \ 1 pér 202
particulier u € H*(]0, 3[). Soit j € N tel que 2j < k — 1, comme v est dans Hffér(] — 3,30 on a
v(2j)(%) = v(2j)(—%) de sorte que u(zj)(%) = —u(2j)(%) et donc u(2j)(%) =0.
De plus, v est de classe C*¥~! sur | — %, %[, les dérivées en 0 doivent donc coincider & gauche et a

droite, ce qui donne u()(0) = 0 pour j € N tel que 2j < k — 1 (les dérivées d’ordre impair ne

posent pas de probléme au vu de (1)).



