Université de Rennes Semestre printemps 2025-2026

M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Controle continu n° 2

Rappel de notations : Les coefficients de Fourier T'Z-périodiques d’une fonction Llloc TZ-périodique

sont définis par

De plus, pour k € N, on note H¥, (Ja, a+T) 'adhérence des polynomes trigonométriques TZ-périodiques

pér

dans H*(Ja,a + TY), et I'on pose

2(a,a+T[) = Nken Hpier(Ja,a + TY) .

Exercise 1. Déterminer les coefficients de Fourier Z-périodiques des fonctions suivantes.

1. sin(47-) 2. 2+ sin(27-) + cos(87-) 3. sin(2m )% + cos(4r )3

Exercise 2. Calculer en fonction de n € Z les intégrales suivantes

1 1 1
I, = (z4+1)22"dz, J, = — (z+1)22"dz, K,:=

- : — (z+1)2(z —2)"dz,
21 Jap(o,1) 21 Jap(2,1) 21 Jap(2,1)

ou les bords sont orientés dans le sens direct et, pour tout (a,r) € C x R, D(a,r) note le disque ouvert

complexe centré en a et de rayon r.

Exercise 3. Pour a € R, on considére
fa :]— 1L 1> R, zw— cos(dmrax).

Déterminer en fonction de a € R le plus grand k € N U {oo} tel que fo € HE, (] —1,1]).

Exercise 4.

1. Montrer que pour tout (a,p) € Ry X [1,00], il existe K > 0 tel que
— si @+ 1/p < 1, alors pour tout € > 0 et tout u : R — R mesurable

1—(a+i a
/[ Il < Ke 1l
—€,

— si a+1/p > 1, alors pour tout R > 0 et tout v : R — R mesurable

/ il < 2]l
ul < ———=— 1| ullr(m)
RU-RA ple+h)-1

P



— st a+1/p =1, alors pour tout 0 < ¢ < R et tout u : R — R mesurable

R\\* o
/ < (1 (2)) 11 P ull
[7R,R]\}7575[ €

. Pour tout (n, A, B) € (R%)3, déterminer e, = e.(n, A, B) > 0 tel que

1
inf (Ae” + B ln ())
e>0 €
. En déduire, pour tout (n, 4, B) € (R%)3, R. = Rc(n, A, B) > 0 tel que

A
inf [ —+ B 1
i (G + B0

. Montrer que pour tout (n,¢, A, B,C) € (R%)5,

€o <77,A+71]B,B> <R, <§,0+2B,B) .

. Montrer qu’il existe K’ > 0 tel que pour tout u mesurable non nul tel que |- |u € L'(R), alors

”UHLl(R)
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