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Contrôle continu no 2

Rappel de notations : Les coefficients de Fourier TZ-périodiques d’une fonction L1
loc TZ-périodique

sont définis par

cTj (u) =
1

T

∫ T

0
e−

2iπ j
T

x u(x) dx , j ∈ Z .

De plus, pour k ∈ N, on note Hk
pér(]a, a+T [) l’adhérence des polynômes trigonométriques TZ-périodiques

dans Hk(]a, a+ T [), et l’on pose

H∞
pér(]a, a+ T [) = ∩k∈NHk

pér(]a, a+ T [) .

Exercise 1. Déterminer les coefficients de Fourier Z-périodiques des fonctions suivantes.

1. sin(4π ·) 2. 2 + sin(2π ·) + cos(8π ·) 3. sin(2π ·)2 + cos(4π ·)3

Exercise 2. Calculer en fonction de n ∈ Z les intégrales suivantes

In :=
1

2iπ

∫
∂D(0,1)

(z + 1)2 zn dz, Jn :=
1

2iπ

∫
∂D(2,1)

(z + 1)2 zn dz, Kn :=
1

2iπ

∫
∂D(2,1)

(z + 1)2 (z − 2)n dz,

où les bords sont orientés dans le sens direct et, pour tout (a, r) ∈ C×R+, D(a, r) note le disque ouvert
complexe centré en a et de rayon r.

Exercise 3. Pour α ∈ R, on considère

fα : ]− 1, 1[→ R , x 7→ cos(4π αx) .

Déterminer en fonction de α ∈ R le plus grand k ∈ N ∪ {∞} tel que fα ∈ Hk
pér(]− 1, 1[).

Exercise 4.

1. Montrer que pour tout (α, p) ∈ R+ × [1,∞], il existe K > 0 tel que
— si α+ 1/p < 1, alors pour tout ε > 0 et tout u : R → R mesurable∫

[−ε,ε]
|u| ≤ K ε

1−
(
α+ 1

p

)
∥ | · |α u∥Lp(R)

— si α+ 1/p > 1, alors pour tout R > 0 et tout u : R → R mesurable∫
R\]−R,R[

|u| ≤ K

R

(
α+ 1

p

)
−1

∥ | · |α u∥Lp(R)

1



— si α+ 1/p = 1, alors pour tout 0 < ε ≤ R et tout u : R → R mesurable∫
[−R,R]\]−ε,ε[

|u| ≤ K

(
ln

(
R

ε

))α

∥ | · |α u∥Lp(R)

2. Pour tout (η,A,B) ∈ (R∗
+)

3, déterminer εc = εc(η,A,B) > 0 tel que

inf
ε>0

(
Aεη +B ln

(
1

ε

))
= Aεηc +B ln

(
1

εc

)
.

3. En déduire, pour tout (η,A,B) ∈ (R∗
+)

3, Rc = Rc(η,A,B) > 0 tel que

inf
R>0

(
A

Rη
+B ln (R)

)
=

A

Rη
c
+B ln (Rc) .

4. Montrer que pour tout (η, ζ, A,B,C) ∈ (R∗
+)

5,

εc

(
η,A+

1

η
B,B

)
≤ Rc

(
ζ, C +

1

ζ
B,B

)
.

5. Montrer qu’il existe K ′ > 0 tel que pour tout u mesurable non nul tel que | · |u ∈ L1(R), alors

∥u∥L1(R)

≤ K ′ ∥ | · |u∥L∞(R)

(
1 + ln

(
(2∥ | · |

1
2 u∥L∞(R) + ∥ | · |u∥L∞(R))(2∥ | · |

3
2 u∥L∞(R) + ∥ | · |u∥L∞(R))

∥ | · |u∥2L∞(R)

))
.
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