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Contrôle continu no 2

Rappel de notations : On rappelle les conventions suivantes
— les coefficients de Fourier TZ-périodiques d’une fonction L1

loc TZ-périodique sont définis par

cTj (u) =
1

T

∫ T

0
e−

2iπ j
T

x u(x) dx , j ∈ Z

— la transformée de Fourier est donnée pour les fonctions intégrables sur Rd par

F(u)(ξ) =

∫
Rd

e−iξ·x u(x) dx , ξ ∈ Rd .

De plus,
— pour k ∈ N, on note Hk

pér(]a, a+T [) l’adhérence des polynômes trigonométriques TZ-périodiques
dans Hk(]a, a+ T [), et l’on pose

H∞
pér(]a, a+ T [) = ∩k∈NHk

pér(]a, a+ T [)

— pour k ∈ N, on note Hk
0 (]a, b[) l’adhérence dans Hk(]a, b[) des fonctions C∞ à support compact

dans ]a, b[, et l’on pose
H∞

0 (]a, b[) = ∩k∈NHk
0 (]a, b[) .

Exercise 1. Déterminer les coefficients de Fourier Z-périodiques des fonctions suivantes.

1. cos(2π ·) 2. sin(8π ·) 3. 1 + cos(4π ·) + sin(8π ·)

4. cos(2π ·)2 + sin(8π ·)3 5. cos(2π ·) sin(8π ·) 6. cos(2π ·) sin(2π ·)4

Exercise 2. Soit (E,µ) un espace mesuré, ω : E → R+ et f : E → R mesurables, (s0, s1) ∈ R2,
(p0, p1) ∈ [1,∞]2 et θ ∈ [0, 1]. On définit (sθ, pθ) ∈ R× [1,∞] par

sθ = s0 (1− θ) + s1 θ ,
1

pθ
=

1− θ

p0
+

θ

p1
.

Montrer que
∥ωsθ f∥Lpθ ≤ ∥ωs0 f∥1−θ

Lp0 ∥ωs1 f∥θLp1 .

Exercise 3. Pour (a, b, c, d) ∈ R4, on considère

fa,b,c,d : ]0, 1[→ R , x 7→ a x2 + b x+ c+ d cos(2π x) .

1. Déterminer en fonction de (a, b, c, d) ∈ R4 le plus grand k ∈ N∪{∞} tel que fa,b,c,d ∈ Hk
pér(]0, 1[).

2. Déterminer en fonction de (a, b, c, d) ∈ R4 le plus grand k ∈ N ∪ {∞} tel que fa,b,c,d ∈ Hk
0 (]0, 1[).
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Exercise 4. Soit d ∈ N∗.

1. Déterminer a ∈ R tel que pour toute fonction intégrable sur Rd et tout λ > 0,

F
(
f
( ·
λ

))
= λaF (f) (λ ·) .

2. En déduire que si (p, q) ∈ [1,∞]2 sont tels qu’il existe C ∈ R+ telle que, pour tout f C∞ à support
compact sur Rd,

∥F(f)∥Lq(Rd) ≤ C ∥f∥Lp(Rd)

alors 1
p + 1

q = 1.

Exercise 5. On définit Eimpair : L1
loc(]0,

1
2 [) → L1

loc(]−
1
2 ,

1
2 [) par, pour tout u ∈ L1

loc(]0,
1
2 [),

Eimpair(u) : ]− 1
2 ,

1
2 [→ R , x 7→

{
u(x) si x ≥ 0

−u(−x) si x < 0
.

Montrer que, pour tout k ∈ N,

E−1
impair(H

k
pér(]− 1

2 ,
1
2 [))

=
{
u ∈ Hk(]0, 12 [) ; pour tout j ∈ N tel que 2 j ≤ k − 1, u(2j)(0) = 0 et u(2j)(12) = 0

}
,

où les valeurs en 0 et en 1
2 sont définies au sens des traces.
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