Université de Rennes Semestre printemps 2023-2024

M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Controle continu n° 2

Rappel de notations : On rappelle les conventions suivantes

— les coefficients de Fourier T'Z-périodiques d’une fonction Llloc TZ-périodique sont définis par

T 1 T 2ir §
ci(u) = / e 17 Tu(zr)de, jeZ
T Jo

— la transformée de Fourier est donnée pour les fonctions intégrables sur R? par
Flu)() = / €T y(r)dr, £ RY.
R
De plus,
— pour k € N, on note Hl];ér

dans H*(Ja,a + T[), et 'on pose

(Ja,a+T[) 'adhérence des polynomes trigonométriques T'Z-périodiques

pér(Ja,a + T[) = Nen Hyg,(Ja,a + T)

— pour k € N, on note HE(]a,b[) 'adhérence dans H*(]a,b[) des fonctions C> & support compact
dans ]a, b, et 'on pose
Hge(Ja,b]) = Nken Hg (Ja, b]) -

Exercise 1. Déterminer les coefficients de Fourier Z-périodiques des fonctions suivantes.
1. cos(27 ) 2. sin(87 ) 3. 1+ cos(4m-) + sin(87 -)
4. cos(2m-)? + sin(87 -)3 5. cos(27 ) sin(8x -) 6. cos(27-) sin(27 -)*

Exercise 2. Soit (E,u) un espace mesuré, w : £ — Ry et f : E — R mesurables, (so,s1) € R?,
(po,p1) € [1,00]? et 0 € [0,1]. On définit (sg,pg) € R x [1, 00] par
1 1-6 0

89280(1—9)+819, — = + —.
Po Po b1

Montrer que

lw*® fllzze < llw™® Fllzng o™ Flle -

Exercise 3. Pour (a,b,c,d) € R*, on considére
faved 110, 1[= R, zwaz’+bx+c+dcos(2ra).

1. Déterminer en fonction de (a,b,c,d) € R* le plus grand k € NU {oo} tel que fupca € Hgér(]O, 1]).
2. Déterminer en fonction de (a,b,c,d) € R?* le plus grand k € N U {oo} tel que fupcq € HE(]O, 1]).



Exercise 4. Soit d € N*.

1. Déterminer a € R tel que pour toute fonction intégrable sur R? et tout A > 0,
F(£(5)) =rFHo.

2. En déduire que si (p, q) € [1,00]? sont tels quil existe C' € Ry telle que, pour tout f C> & support

compact sur R?,
IF( ey < CllfllLrmay

1,1 _
alors;—i—g—l.

Exercise 5. On définit Ejppair : Ll

be(10,2) = L] — £, %]) par, pour tout u € L}, (]0, 3),

loc

u(x) sixz>0

E, - () 7l7l*>R’ X = :
zmpazr() ] 2 2[ {—u(—x) six <0

Montrer que, pour tout k € N,
Ei_n”}pair<H§ér(] - %7 %D)
= {u e H*(Jo, ) s pour tout j € N tel que 2j < k — 1, u®)(0) = 0 et u(Qj)(%) = O} ,

ol les valeurs en 0 et en % sont définies au sens des traces.



