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M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Controle continu n°1

Exercise 1. Soit (a,b) € R?. On définit
uw: 10,1[=R, zm (1+2)%(1—2x)°.

1. Déterminer 'ensemble des p € [1, 00] tels que u € LP(]0, 1]).
2. Déterminer 'ensemble des p € [1, 00] tels que u € WHP(]0, 1]).

3. Déterminer I'ensemble des p € [1, 00| tels que u € Wol’p(](), 1]).

Exercise 2. Soit L > 0.
1. Justifier que pour tout f € C*>([0, L]), il existe un unique u € C*>°([0, L]) tel que u(0) = 0, u(L) =0
et u—u" = f.

2. Déterminer la dimension de ’espace vectoriel

& ={uec>®(0,L]); u+u" =0, u(0)=0, u(L)=0}.

Exercise 3. Pour tout a € R, on note §, la masse de Dirac en a vue comme distribution sur R.

1. Montrer qu’existe et déterminer v € R tel que 26_1 4+ 301 — J_2 converge vers vy au sens des

n

distributions lorsque n — oo.

2. Montrer qu’existe et déterminer v € R tel que n(—d_1 + 201 — J_2) converge vers yd; au sens

n

des distributions lorsque n — oo.

3. Montrer que pour tout ¢ € N*, tout (1, -+ ,7¢) € R de coordonnées deux a deux distinctes et
tout (aq,---,ap) € Rf non nul, il existe £ € N et v € R* tel que n* Z§:1 ajd% converge vers

véék) au sens des distributions lorsque n — oco.

Exercise 4. Soit (E, ) un espace mesuré o-fini. Soit 1 < pg < p1 < 0o et 0 < 6 < 1. On définit py par
1 1-60 0
= +

Do bo b1

1. (a) Montrer que pour tout u € LP°(E) N LP*(E), on a u € LP¢(E) avec

1-60 0
ul P9, < Jlull P70 Jul|9Be .

(b) En déduire qu’il existe C' > 0 tel que pour tout u € LP°(E) N LP'(E) et tout € > 0

P 1
ullf5, < C (6“"”9\16\@0 + le?ﬂfm> :

gfro

1



(¢) En déduire qu'il existe C' > 0 tel que pour tout u € LP°(E) N LP(E) et tout M > 0

ol <€ (Mol + ol )
. Montrer qu’il existe C' tel que pour tout M >0
Z ok (po—po) < (¢ pyPo—Po Z 1 <C 1
- ’ 9ok (p1—pg) — ~ MP1—Po’
kEZ keZ
ok< M 2k> M

. Pour tout v : £ — R mesurable, on définit
_ 1
) = X (20l + gy Il
keZ

ot, pour tout k € Z,

e = UL gk e
et & tout ensemble mesurable A on associe 14 sa fonction caractéristique.

(a) Montrer que pour tout u : E — R mesurable,

lullfsg = D luklFh, -

keZ

(b) Montrer qu’il existe Cp et C strictement positives telles que pour tout v : E — R mesurable,

Co&(u) < |ullfry < CrE(u).



