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Exercise 1. On note δ0 la masse de Dirac en 0 vue comme distribution sur R.

1. Déterminer a ∈ R tel que la fonction

u0 : R → R , x 7→

{
0 si x < 0

a x si x ≥ 0

vérifie u′′0 = δ0.

2. En déduire toutes 1 les distributions u ∈ D′(R) telles que u′′ = δ0.

3. Déterminer toutes les distributions impaires u ∈ D′(R) telles que u′′ = δ0.

4. Déterminer toutes les distributions paires u ∈ D′(R) telles que u′′ = δ0.

5. Déterminer toutes les distributions u ∈ D′(R) de support inclus dans R− telles que u′′ = δ0.

6. Déterminer toutes les fonctions u ∈ L2(R) telles que u′′ = δ0.

Exercise 2. Soit 0 < r < 1. On considère

K : R → R , x 7−→


1

|x|r
si x ̸= 0

0 sinon
.

1. Montrer que pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, l’on a K /∈ Lp(R).

2. Montrer que pour tout 1 ≤ p0 < r−1 < p1 ≤ ∞, l’on a K ∈ Lp0(R) + Lp1(R).

3. Montrer qu’il existe C tel que pour tout M > 0 et toute f ∈ L1(R) ∩ L∞(R),

∥K ⋆ f∥L∞(R) ≤ C

(
1

M r
∥f∥L1(R) +M1−r ∥f∥L∞(R)

)
.

On rappelle que la convolution est définie par

(K ⋆ f)(x) =

∫
R
K(x− y) f(y) dy =

∫
R
K(z) f(x− z) dz .

4. En déduire qu’il existe C0 tel que pour toute f ∈ L1(R) ∩ L∞(R),

∥K ⋆ f∥L∞(R) ≤ C0 ∥f∥1−r
L1(R)

∥f∥rL∞(R) .

1. Dans tout l’exercice, la formulation « En déduire/Déterminer toutes les solutions »ne présuppose pas qu’il exixte une
solution.
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Exercise 3.

1. Pour tout ε > 0, donner une forme bilinéaire continue Bε : H1
0 (]0, 1[) ×H1

0 (]0, 1[) → R telle que
pour tout u ∈ H1

0 (]0, 1[) et tout φ ∈ C∞
c (]0, 1[)

Bε(u, φ) = ⟨u− ε u′′;φ⟩D′,D .

2. En déduire que pour tout ε > 0 et f ∈ H−1(]0, 1[), il existe un unique u ∈ H1
0 (]0, 1[) tel que

u− ε u′′ = f . On notera dorénavant u := Rε(f).

3. Montrer que si ε > 0 et f ∈ L2(]0, 1[), alors Rε(f) ∈ H2(]0, 1[) et

∥Rε(f)∥L2(]0,1[) ≤ ∥f∥L2(]0,1[) ,
√
ε ∥Rε(f)

′∥L2(]0,1[) ≤ ∥f∥L2(]0,1[) , ε ∥Rε(f)
′′∥L2(]0,1[) ≤ 2 ∥f∥L2(]0,1[) .

4. Montrer que si f ∈ H1
0 (]0, 1[) alors, pour tout ε > 0, Rε(f)

′′ = Rε(f
′′).

5. En déduire que si f ∈ H1
0 (]0, 1[) ∩ H2(]0, 1[), alors Rε(f) converge dans L2(]0, 1[) vers f dans la

limite ε → 0.

6. En déduire que, pour tout f ∈ L2(]0, 1[), Rε(f) converge dans L2(]0, 1[) vers f lorsque ε → 0.
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