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M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Controle continu n°1

Exercise 1. On note g la masse de Dirac en 0 vue comme distribution sur R.

1. Déterminer a € R tel que la fonction

0 ix <0
uw: R—-R, x— s?x
ar six>0

vérifie uj = do.

En déduire toutes! les distributions u € D'(R) telles que u” = d.
Déterminer toutes les distributions impaires u € D'(R) telles que u” = dy.
Déterminer toutes les distributions paires u € D'(R) telles que u” = dy.

Déterminer toutes les distributions u € D'(R) de support inclus dans R_ telles que u” = dy.
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Déterminer toutes les fonctions u € L?(R) telles que u” = d.

Exercise 2. Soit 0 < r < 1. On considére

1
K:R—-R, x— < |z
0 sinon

siz=#£0

1. Montrer que pour tout 1 < p < oo, l'on a K ¢ LP(R).
2. Montrer que pour tout 1 < pg < r~! < p; < oo, l'on a K € LP°(R) + LP*(R).

3. Montrer qu’il existe C' tel que pour tout M > 0 et toute f € L'(R) N L¥(R),

1 —-T
I ey < € (57 Iy + 30 Uiy ) -

On rappelle que la convolution est définie par
(K@) = [ K= f)dy = [ K fa=2)a.
4. En déduire qu'il existe Cp tel que pour toute f € L'(R) N L¥(R),

K * fllrer)y < Co HleLT(R) 1700 () -

1. Dans tout 'exercice, la formulation « En déduire/Déterminer toutes les solutions »ne présuppose pas qu’il exixte une
solution.



Exercise 3.

1. Pour tout & > 0, donner une forme bilinéaire continue B. : H(]0,1[) x H(]0,1[) — R telle que
pour tout u € H}(]0,1[) et tout » € C°(]0, 1])

B.(u,¢) = (u—eu";9)pp.

2. En déduire que pour tout ¢ > 0 et f € H1(]0,1[), il existe un unique u € HE(]0,1]) tel que

u—eu” = f. On notera dorénavant u := R.(f).

3. Montrer que si e > 0 et f € L%(]0,1[), alors R.(f) € H?(]0,1[) et
IR(F)I2qoap < 1 llz2qoaps VENR(F) l2qoap < Ifllezqop s € IR N2qoap < 2 1f12qoayp -

4. Montrer que si f € H}(]0,1]) alors, pour tout € > 0, R.(f)"” = R-(f").

5. En déduire que si f € H}(]0,1[) N H?(]0,1]), alors R.(f) converge dans L?(]0,1[) vers f dans la
limite € — 0.

6. En déduire que, pour tout f € L*(]0,1[), R.(f) converge dans L?(]0, 1[) vers f lorsque £ — 0.



