Université de Rennes Semestre printemps 2023-2024

M1 Maths fondamentales Analyse avancée

Controéle continu n°1

Exercise 1. On note g la masse de Dirac en 0 vue comme distribution sur R.
1. Déterminer toutes les distributions u € D'(R) telles que v’ = dy.
2. Déterminer la seule distribution impaire u € D'(R) telle que u' = .

3. Déterminer la seule distribution u € D'(R) telle que v’ = dy dont le support est inclus dans Ry

Exercise 2. Soit N € N*. Pour a € R, on dit qu'une distribution u € D'(R") est homogéne d’ordre
a si pour tout A > 0, et tout ¢ € C°(RY),

<U; %Nw (>‘>>DD = A" (u; ) p-

On note d¢, la masse de Dirac en l'origine vue comme distribution sur RY.

Déterminer « tel que d¢, soit homogéne d’ordre o.

Exercise 3.

1. Montrer que si u € D'(R) est tel que v/ € L*(R) alors u coincide presque partout avec une

fonction lipscitzienne et

|u(z) — u(y)]

Lip(u) 1= esssup(, ,)cr2 P < || oo m) -

2. Montrer que si u est bornée et lipschitzienne alors pour tout 0 < o < 1

alloce gy < (2 e (ry) = (Lip(a))©

Exercise 4. Soit I un intervalle bornée ouvert de R et a, b et ¢ trois fonctions réelles C' sur I. On

suppose de plus que a est & valeurs dans R, .
1. Justifier qu'il existe ap > 0 tel que pour tout = € I, a(z) > ag.
2. Montrer que si ¢ est une fonction réelle C2 sur I, alors pour toute fonction u € L?(I), on a que
w € HE(I) N H*(I) équivaut a e~®u € HE (1) N HA(I).
3. Déterminer ¢ C2 sur I et v C° sur I tels que pour tout u € Hg(I) N H*(I), ug := e~ u vérifie

—(au') +bu' +cu = e (—(aul) +yug) -

4. En déduire que si le v de la question précédente vérifie v > 0, alors, pour tout f € L2(I), il existe
un unique v € Hg(I) N H2(I) tel que —(av') +bu' + cu = f.



