Université de Rennes Année 2023-2024
ISTIC Analyse 1 (Licence 1)

Chapitre 3 : Limites, dérivées, étude locale de fonctions, continuité ‘

Limite

Exercice 3.1. Décrivez le comportement limite des fonctions numériques d’une variable réelle, données
par les formules suivantes, de chaque coté de la valeur de x indiquée.
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Solution (a) lim,_,g+ f(z) = 400, lim,_,o- f(z) = 0. Nous remarquons (méme si ce n’était pas

demandé) que lim, ;4 exp(2) = lim,—,_ exp(1) = exp(0) = 1. Dessinez le graphe! (b) f(z) =
exp(l) =esiz >0, et f(x) =exp(—1) =1

~ e
_ =1
- xz—1>

si z < 0. Donc limx_)0+ f(aj) =e, limx—>0* f(:]j) — % (C)

donc lim,_,;+ =1, lim,_,;- = —1.

Exercice 3.2. Prouvez par encadrement (théoréeme des gendarmes) que la valeur de chacune des limites
suivantes est zéro.

N L . |
@ mlsn (1), @) tm oo (0 lmle—teos ().

. : . . 2x +cos(x)

Solution (a) Encadrement —|z| < |z[sin (1) < |z|, et on applique le théoreme des gendarmes.
(b) Encadrement —e™* < e *cos(x) < e * (c¢) Encadrement —|x—1| < |z —1] cos (ﬁ) < |lz—1|

x

(d) Encadrement 0 < exp(sin(z) — ) <exp(l —xz) =e-e”

Exercice 3.3. Evaluez les limites suivantes (sans utiliser la régle de 'Hopital)
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Solution (a) = 7@;)(272) = I—Jrg — 0, (b) =lim, (exp(z))"—1 ex‘;((x)))il = lim,_,q (exp( szp()gg)fi( 2
T (V1—222—v1+222)(V1—222+V1+222) _ .. 42 o 142
2, (c) =limao 22(v1—-222+v/1+222) = lima—o 22(V1-222+V1422%) 2. (d) = z-In(z)
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Le dénominateur tend vers +oo parce que les deux facteurs tendent vers +oo. Réponse 0. (d) limg 40 v

Va2, 243+ 5
-1, (e limw_,_oo% = —V2 (f) = £ —1, qui tend vers +oc. Par le théoreme des

=1

: . . ¢ . .
gendarmes, lim § + sin(z) = +o0. (g lim; 400 5 = +00 par croissance comparée  (h)

lim, 400 vV — In(z) = lim, 100 V2 - (1 — %) = +00 car, par croissance comparée, h:};) — 0.

Exercice 3.4. Utilisez un changement de variable pour évaluer les limites suivantes :

. sin(In(x)) im V2zx o lim x in arcsin(exp(x))
911311 In(z) ~’ (b) :LLO+ sin(v/2z)’ (c) iﬁo arcsin(z)’ (d) xL—oo exp(x) '



Solution Rappel : Sinﬁﬁx) =9 (a) =) lim; o Sm(t) =1 (b) g limy—o, snf(t) =1 (o)

sin(arcsin(z)) t=arcsin(z) |,

arcsin(z) = hthO SH;/& — 1. (d) t= cXp( ) hmt%[}*‘ arcsin(t) — 1 comme dans (C)

Exercice 3.5. Donner les limites suivantes :
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Définition de la dérivée

Exercice 3.6. Utiliser directement la définition de la dérivée (en tant que limite) pour calculer la dérivée
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Exercice 3.7. Utiliser la définition des dérivées pour calculer les limites suivantes :
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Opérations algébriques de la dérivée

Exercice 3.8. Pour chacune des fonctions données par les formules suivantes :

1—4x

(a) 8z (b) e*sin(x) (c) 2273

(d) 3*sin(x)
(i) donner un sous-ensemble du domaine de définition ou la fonction en question est dérivable et
(ii) utiliser les regles concernant la dérivée d’une somme, d’un produit, et d’un quotient pour trouver
la dérivée.

Solution (a) Pour =z > 0, f’ (b) pour z € R, e*(sin(z) + cos(z)), (c) pour z > 0,
( ) pour z € R, 3% - (In(3) - sin(z) + cos(x))
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Exercice 3.9. En utilisant toutes les regles a votre disposition, trouver la dérivée de chacune des
fonctions données par les formules suivantes :

(a) cos(v/x) (b) vz +e* (c) cos(z - In(x)) (d) 27*

(e) In(In(In(x))) (f) In(x - sin(z)) (g) 2@sin(®) (h) zer
Solution Ne pas oublier le domaine de définition! (a) défini pour = > 0, f/(z) = _S;I\I}E‘/E), (b)
domaine de définition ?, f/(z) = 2\1/%, (c) défini pour x > 0, f'(z) = —sin(z - In(x)) - (1 + In(z)),
(d) défini pour tout x € R, f'(z) = —In(2)-27%, (e) défini pour x > e, f'(x) = :

In(In(z))-In(z)-z>

n(z
f) défini si x € ...U] — 5, — 4 [U] — 3w, — 27 [U] — ,0[U]0,w[U] 27, 3n [U)dm 5 [U..., f/(z) = L+ Z?j((x))

(
(g) défini pour tout z € R, f'(z) = 2252 . In(2) - (sin(z) + xcos(x)), (h) défini pour = # 0,
J(w) = (1= De,




Regle de I’Hopital

Exercice 3.10. Utilisez la regle de I’'Hopital pour trouver les valeurs des limites suivantes :

(a) lim (sinl(x) - tanl(x)>’ (b) limy % (c) Jim (sml(:n) - 313)
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Solution (a) = lim 15;0(30()@’ ) TXe Zos(é% =0, (b) = hmx_mi = 2, (c) Appliquer
N . . 1—cos . sin . N .
la regle deux fois. = hm% = th_@Sm(z) =0, (d) Appliquer la regle deux fois.
. ! ! L
= lim%%fx) = limw =2 (e o im ég‘ o limg 400 = = 0. Dans les questions
suivantes, on reprend les exercices du début du chapitre.  (f) IHo lim, 2 24 =9 =0 (g) 't
—4x 4x
. x I'Ho .. i . . :
lim,_sq 22}(;’(%”) =2 (h) = limg_o 22 22;\/1” =2 (i) =limpsie m =0

Fonctions continues

Exercice 3.11. Les propositions suivantes sont elles vraies ou fausses :

1. L’image par une fonction continue d’un intervalle ouvert est un intervalle ouvert.
2. L’image par une fonction continue d’un intervalle fermé est un intervalle fermé.
3. L’image par une fonction continue d’une partie bornée est une partie bornée.

Solution Tout est faux! On donne des contre-exemples.

1. f@) =" et f(R) =]0,1]
2. méme exemple.

3. [=tanet I =] - 7, 7.

Exercice 3.12. Montrer que 1’équation 2% + 22 — 42 + 1 = 0 admet trois solutions distinctes dans R.
En utilisant un raisonnement par dichotomie, donner un encadrement d’amplitude inférieur & 107! de
chacune de ces racines.

Solution Posons f(z) = 2® + 22 — 4z + 1. Remarquons que f(0) =1 > 0 et que f(1) = —1 < 0.
De plus, lim_o f = —oc0 et limy o f = 400. On va donc appliquer trois fois le théoreme des valeurs
intermédiaires :

On a0 € f(] — 00,0[), et donc par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction
continue f, il existe x; €] — 00,0[ tel que f(z1) = 0.

On a0 € f(]0,1[), et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a f, il existe zo €]0,1]
tel que f(xq) = 0.

On a 0 € f(]1, 4+ oo[), et donc par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a f, il existe
x3 €]1, + oo tel que f(x3) = 0.

Puisque 1 < 0 < 29 < 1 < x3, on a bien trouvé trois racines distinctes a I’équation. En fait,
comme on a affaire & un polynéme de degré 3, il ne peut pas avoir plus de 3 racines, et on a trouvé
toutes ses racines.



On va maintenant encadrer ces racines. Pour cela on va utiliser la méthode de dichotomie. Com-
mengons par xa, dont on sait déja qu’elle est comprise entre 0 et 1. On calcule successivement les
valeurs suivantes

@ f(x)

0,5 ~0,625
0,25 0,078125
0,375 | —0,306640625

0,3125 | —0,121826172

On en déduit que 0,25 < x2 < 0,3125. Pour x3, on commence par remarquer que f(1) = -1 < 0 <
f(2) = 5. x3 est donc localisé dans I'intervalle [1,2]. La méthode de dichotomie donne cette fois :
x f(z)
1,5 0,625
1,25 —0,484375

1,375 | —0,009765625
1,4375 | 0,286865234

On en déduit que 1,375 < x3 < 1,4375. Maintenant, pour x1, il faut d’abord tatonner un encadrement
grossier. On a f(—2) =5 > 0> f(—3) = —5. On applique donc la méthode de dichotomie entre —2
et —3. On trouve

x f(x)
—2.5 1,625
275 | —1,234375

—2,625 | 0,302734375
—2,6875 | —0,438232422

On en déduit que —2,6875 < 21 < —2,625.

Exercice 3.13. Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Démontrer qu’il existe z¢ € [0,1] tel que

f(xo) = o.
Solution Appliquer le TVI a g(x) = f(x) — z, en utilisant les valeurs de g en 0 et 1.



