Année 2023-2024
Analyse 1 (Licence 1)

Université de Rennes
ISTIC

Chapitre 1 : Les nombres complexes

Forme algébrique, trigonométrique, et exponentielle

Exercice 1.1. Donner la forme algébrique des complexes suivants
1-3i 5-—50
(a) 21 = (2+i)*Solution= ((2 + i)%)2 = (3 + 4i)2 = —7 + 24i; (b) zg =~ >0 2%
1—1 142
1-34)(1 5—5i)(1—2i —2i  —5-15 , .
Solution z5 = (( Z))((lr;)) - E‘l)+2;§§1_23 =42 = — 9 (—1-3i) =3+2i

(c) 2= —V3+3i

Exercice 1.2. Donner la forme exponentielle de
- 1 3 ;
(a) 2 =1—1iV3Solution=2-¢'5; (b) z= —3 + i{Solution: ei’s;

Solution= 2v/3 - ¢ Tﬂ;
(a) Donner le module et un argument de 1 + 7. Solution module V2 argument =
Solution module (v/2)® = 41/2, argument 2%

L) = —4—4i

Exercice 1.3.
(b) Donner le module et un argument de (1 + )
-\ 5 . L _ s 1
i)°. Solution 4\@(—\/5 iz
= (25), réponse —4 + 4i

(c) En déduire la forme algébrique de (
(d) Quelle est la forme algébrique de (1 — 7)5 ? Solution Puisque (z)°

Exercice 1.4. Donner la forme exponentielle des nombres complexes suivantes
(1+4)"?

© 7y @

~—

(b) (4+4i)(1 —iV3);

Solution  (a) = (4v/2¢'7)? = 32¢'3 (= 32i) (b) = 4/2¢'T - 2775 = 8y/2e 712
T (@) = BIET Y | i gt i

()—2\}7 e_(_i%):\/i.ez

(a) (4+40)%

5

g

16-e'> = 16i
Exercice 1.5. Nous connaissons déja quelques valeurs remarquables de cos et sin, notamment
eld = cos(%) +isin(§) = % + Z% et e'6 = cos (§) +isin(g) = \f +i3
Dans cet exercice on va allonger cette liste
i 7. ¢(=%) Solution = e(T75) = ¢i13
)(%2 V3 _ il) = V341
5 Q\f

(a) Déterminer la forme exponentielle de e'4
7 . €'=5) Solution (\f"H\f

(b) Déterminer la forme algébrique de €' -e (-

E]

:ei

Jun

(c) Déduire que cos({5) = \f\;%l et sin({5) = \ff Solution cos({5) + isin({5)

V3+1 V3-—1
2vs T
1

)



Représentation graphique

Exercice 1.6. Représenter dans le plan complexe les points My, d’affixe z; tel que
(a) z1=—-2, (b) 22=05i, (c) z3=2+2i, (d) z24=2-2i, (e) 25 =—2— 21,

et en déduire la forme trigonométrique/exponentielle de z, pour tout k = 1, ..., 5. Solution Formes
3

exponentielles (a) z; = 2¢'™, (b) 23 = 5e'2, (c) z3 = 2v/2e'%, (d) 24 = 2V/2e!T ou 2y = 2v/2e %
(les deux sont correctes)

Exercice 1.7. Représenter dans le plan complexe, ’ensemble des points M, d’affixe z tels que :

(a) |2| =2 (b) Re(z)=-1 (c) |2] =2 et arg(z) € [&F, 1T (d) |z =2etIm(z) =1

(@ ls=@B+dl=2 () 2= (1+3)| = |z —2i
Solution (a) Le cercle de centre 0 et de rayon 2 (b) La droite verticale qui coupe le point —1
(c) L’arc du cercle de centre 0 et de rayon 2 avec argument € [7, ‘r{f] (d) On regarde le cercle

de centre 0 et de rayon 2, et on regarde la droite horizontale traversant le point ¢. Leur intersection
a deux points : i ++/3 (e) Cercle de rayon 2 autour de 3 +i.  (f) La médiatrice de 1 414 et 2i

(qui traverse par exemple les points 7 et 1 + 2i.

. . s
Exercice 1.8. Soit z = 2¢'4.
/ . . _ .1 . i 351 431 §3m 1 4T
(a) Déterminer la forme exponentielle de z, —z, iz, -. Solution 2e™ "4, 2¢" 4 =2¢™ "1 2¢" 4 je "4

(b) Représenter dans le méme graphique les points d’affixe z, z, —z, iz et % Solution |...]

Exercice 1.9. Quel est ’ensemble des complexes z tels que z, % et 1 — z ont le méme module?

Solution |z| = [1| = ﬁ implique |z| = 1, c.a.d. z doit étre sur le cercle de rayon 1. Au méme temps,
|z — 0] = |z — 1] implique que 2 se situe sur la médiatrice du segment [0,1]. Solution : 5 + z@

Exercice 1.10. Décrire avec des mots francais les applications f : C — C suivantes.

(@) f(z) =% (b) fe) =2+2+4i (c) f(z)=22 (d) f(z) =iz (e) f(z) =(1+1i)z

Solution (a) Symétrie dans 'axe réel ~ (b) Translation 2 vers la droite et 1 vers le haut

(c) Dilatation/homothétie/expansion par un facteur 2, avec point fixe 'origine  (d) Rotation
par 90 degrés autour de l'origine  (e) Rotation par 45 degrés, et dilatation par un facteur /2.
(Les deux opérations peuvent étre échangées - elles commutent)

Linéarisation
Exercice 1.11. Linéariser :
(a) sin®(z); (b) cos*(3z) - sin(5z).

Solution On cherche une expression de la forme by + by cos(z) + ¢1 sin(x) + ba cos(2x) + co sin(2z) +
bs cos(3z) + czsin(3z) 4 .... On ne veut pas de produit sin(nzx) - sin(mx) ou sin(nz) - cos(mx) ou
cos(nz) - cos(mz) !



(a) Rappel : (x + y)? = 23 + 322y + 32y% + y3. En utilisant cette formule,

sind ¢ = (6”—2?*” )3 — (%)3 ((eiz)3) _ 3(6”)267” 4 36”‘"(67”)2 _ (6*i1)3)

1N\3 (i3 _ ,—i3x _ 9 i2z—ix fx—i2x\ _ (12 [et3T_e 3T el _g—i
%) ( € 3e + 3e )_(Qi) ( 2 T

(
= (—1) - (sin(3z) — 3sin(z)),
b) cos?(3x) sin(5z) = (;)2211 (e"3 + 67"'3"’5)2 (€57 — e7¥5T) =
% ( -6z +92. ez -0x Lt 61:) (ei-5x o 6—i~5:1:) _ i21 (ei-llx o eia: + 26i-5ac o 2€—i~5x + e—ix - e—i-ll;r)
(sin(11z) + 2sin(bz) — sin(x))

Racines carrées

Exercice 1.12. Déterminer les racines carrées de z = 1 + iv/3 de deux manicres différentes :
(a) sous forme algébrique ; Solution Si (o +i3)? = 1 +4+/3, alors

02 —B2=1(x) et 2aB8=V3(xx) et a?+B%2=[1+iV3| =2 (xx%)

La somme (%) + (% * *) donne : 20 =1+ 2 = 3, et donc o = j:\/g. Ensuite, (x*) dit : si a = \/g,
alors B = % = %, et si o = —\/g, alors 3 = —\%. On déduit a + i = + (\/g—i-z\%)

(b) sous forme exponentielle apreés avoir cherché la forme exponentielle de z. Solution z = 262%,

. , ;T
donc les racines carrées de z sont ++1/2¢'s

Exercice 1.13. Déterminer les racines carrées de
(a) — 114 60i (b) 1+ 4V/5i

Solution (a) a? — 32 = —11,2a8 = 60,a® + B2 = \/(—11)2 + 602 = 61. Ceci implique 20? =
—11+ 61 = 50, et donc o = £5, et 3 = 3. Racines £(5 + 6i) (b) Racines®(v/5 + 2i) ;

Equations du second degré

Exercice 1.14. Résoudre dans C :
(a) (z—2—14)(z—3+1)=0; (b) 222 —62+5=0;

(c) 22— (3+4i)z—1+5i=0; (d) 22+ (2+i)2—1+T7i=0 (Rappel : V625 = 25);

Solution  (a) 2 =2+4ietz=3—1i; (b) A= —4, lesracines de A sont £2i, et 2 = 3+ I;

(c) A = —3+4i, les racines de A sont +(142i), et 2 =3 +2i+ (1 +i)=2+3ioul+i; (d)
A =7 —24i, les racines de A sont £(4 —3i),et z=—-1—-5+(2—i-3)=1—2iou —3+1

Calcul de racines n-iémes de 'unité

27

Exercice 1.15. Soit n > 2. On note w, =€ » .
(a) Ecrire les racines 3-emes de I'unité & 'aide de ws et les placer sur un dessin.

(b) Ecrire les racines 4-eémes de 'unité a 'aide de wy et les placer sur un dessin.



2mi

Exercice 1.16. Soit n > 2. On note w = e n .
(a) Lister les racines de I'unité a 'aide de w.

(b) Calculer :

n
(c) En déduire que Zwk =0.
k=1

Calcul de racines n-iémes

Exercice 1.17. Déterminer des racines sous forme exponentielle.
(a) Déterminer les racines 3-iemes de 1 + i et représentez-les dans le plan complexe. Solution

Y2 eim/12 /3. ei3m/4 /5 ¢ 1Tm/12  [Degsin)
(b) Déterminer les racines 4-iemes de 4i et représentez-les dans le plan complexe. Solution
V2 eiT/8 /2 e 5T/8 \[3 . ¢t 9T/8 (/3. ¢i137/8  [Dessin]
1—iV3

(c) Déterminer les racines 6-iemes de 1 et représentez-les dans le plan complexe. Solution
i

Une racine ¥/2- e~ 7/72 autres exposants 17im /72, 41in /72, 65i7 /72,897 /72, 113i7 /72, [Dessin]

Exercice 1.18. (Détermination des racines n-iemes de —1.)
. in .
Soit n > 2, on note a = e~ . Soit z tel que z" = —1.
(a) Montrer que z est une racine 2n-ieme de I'unité qui n’est pas une racine n-iémes.

(b) Lister les racines n-iemes de —1 a l'aide « et les placer sur un dessin pour n = 2,34, ...

Applications en électronique
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Exercice 1.19. L’impédance électriqgue mesure ’opposition d’un circuit électrique au passage d’un
courant alternatif sinusoidal — c.a.d., & un courant de la forme I(t) = sin(27wt), ou w s’appelle la
pulsation, et 2nw s’appelle la fréquence. L'impédance est un nombre complexe. Nous considérons
le circuit de la Figure 1 ci-dessus, alimenté par un courant sinusoidal. Ici R désigne une résistance,
C' un condensateur et L une bobine.

e Si deux éléments d’un circuit sont d’impédance Z4 et Zp, et je veux calculer I'impédance
totale Z du circuit. Si les deux éléments sont en série, alors les impédances complexes s’ad-
ditionnent

Z=7Zs+Zp.



En revanche, s’ils sont en parallele, alors ce sont les admittances qui s’additionnent : % =
1 1
Za + 75’ donc

1
7 =

i
e L’impédance d’un condensateur est donnée par Zo = z’()%? ou C est la capacité (en Farad)
du condensateur.
e L’impédance d’une bobine est donnée par Zj, = iLw, ou L est I'inductance (en Henry) de la
bobine.
e L’'impédance d’une résistance est donnée par Zp = R ou R est la résistance (en Ohm).
(a) Montrer que 'impédance complexe du circuit ci-dessus est de Zejpcyit = R—H’l_éﬁ Solution

1 1 . Lw
Zcircuit:R_'_ﬁ:RJ'—ﬁ:R{_lm
o T T e Tw - Llw

Remarquez que hmw~>+oo Zcircuit = hmw%O"’ Zeireuit = R.
(b) Pour quelle pulsation w le courant I est-il nul? (Intuitivement, ceci arrive quand | Ze;rcuit|

W . ) . _ 1 e il . 27
est “infiniment grand”.) Solution w = Jic: Donc la fréquence critique est Jic
Exercice 1.20. Regardons le circuit de la Figure 2, alimenté par un courant sinusoidal.
2_
(a) Montrer que I'impédance complexe de ce circuit est de %. Solution
1
Zcircuit = 4 1 — -
R E— _|_ =
'i,Cl'w +’LL(1J R
De nouveau, limy, 400 Zeircuit = liMy,_so+ Zeireuit = R.
(b) Pour quelle pulsation w l'impédance est-elle nulle ? Solution De nouveau, w = \/%, et
4 21
la fréquence est Jic

COMPLEMENTS

Forme algébrique et trigonométrique

Exercice 1.21. Pour tout complexe z, on pose
P(2) =24+ (=4 +i)2* + (13 — 4i)z + 13i
Ecrire la forme algébrique de P(i), de P(—i), de P(2 — 3i).

Forme exponentielle d’'un nombre complexe

Exercice 1.22. (a) Déterminer la forme exponentielle de v/3 — i et de —1 + 4.

(b) Déteminer la forme exponentielle de



(c) Donner la forme algébrique de z.

Exercice 1.23. Calculer les deux complexes :

(8) 21 = (L+iV3) + (1 — iv/3)°
(b) 2 = (1+iv3)° — (1 - iV3)°

Indication : pour (a) En posant z = 1 4 4+/3 on pourrait montrer que z; = 2 Re(z?).

Représentation graphique

Exercice 1.24. Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct. Déterminer et représenter dans
le plan complexe ’ensemble des points M d’affixe z tels que :

1
(a) —1 < Im(z) < 2. (b) 5 <lz—il<3.

(c¢) |zl =3 et Re(z) >0. (d) z=(1+14%)w ou |w| =1 et Im(w) > 0.
Linéarisation

Exercice 1.25. Linériser cos?(z) - sin*(z).

Equations du second degré

Exercice 1.26. Résoudre dans C :
(a) 5224+ (9—Ti)z+2—6i =0 (b) 24 +22-20=0 (c) 24+ 10224+ 169 =0

Calcul de racines n-iémes

. . . RN ]
Exercice 1.27. Donner sous forme exponentielle les racines huitiémes de e

Exercice 1.28. Déterminer graphiquement les racines quatriemes de —1¢

Nombres complexes et géométrie

Exercice 1.29. Soient les points du plan complexe Mi(z), Ma(2?), M3(z3).
Déterminer les complexes z tels que :

1) My, My, M3 sont alignés.
2) Le triangle M MsMs3 est rectangle en M
3) Le triangle M;MsMs3 est équilatéral.

Exercice 1.30. Quel est ’ensemble des complexes z tels que le complexe
Z=22-32+1

est réel 7 Solution Soit z = a + ib. Alors Z est réel ssi a = % oub=0.



