Groupes d’ordre pg

Salim Rostam

Soient p < ¢ deux nombres premiers et soit G un groupe d’ordre pq. En regardant les g-sous-
groupes de Sylow de G on obtient que G s’écrit comme un produit semi-direct Z/qZ x Z/pZ. Si
p1q— 1, en regardant cette fois les p-sous-groupes de Sylow de G on obtient que ce produit est
nécessairement direct et donc G ~ Z/pqZ est cyclique par le théoréme chinois. On suppose donc
maintenant p | ¢ — 1. On veut montrer qu’il n’y a que deux produits semi-directs Z/qZ x Z/pZ
a isomorphisme pres.

Un tel produit semi-direct est donné par un morphisme ¢ : Z/pZ — Aut(Z/qZ). Commengons
par donner une description de Aut(Z/qZ).

Lemme 1. Soit n € N*. L’application

w: | (Z/nZ)* — Aut(Z/nZ)
a +— (le :m— an)
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est un isomorphisme de groupes. En particulier, si n = q est premier on a
Aw(Z/qZ) ~7/(q — 1)Z.

Démonstration. Un morphisme f : Z/nZ — Z/nZ est déterminé par 'image de 1, puisque 'on
af(k)=f1+---4+1)=f(1)+---+ f(1) = kf(1) pour tout k € Z/nZ. Réciproquement, tout
application de cette forme est bien un morphisme de Z/nZ — 7Z/nZ. Puisque les ensembles
de départ et d’arrivée ont le méme cardinal, un tel morphisme f est bijectif (et donc un
automorphisme) si et seulement si f est surjectif, c’est-a-dire si f(k) = 1 pour un certain k,
puisqu’alors f(ak) = a pour tout a € Z/nZ (I’élément 1 est un générateur de Z/nZ). Ainsi, le
morphisme f est bijectif si et seulement si il existe k tel que kf(1) = 1 donc si et seulement si
fQ1) e (Z/nz)*.

On a donc montré que u est bien définie et surjective. Pour tout o, € (Z/nZ)* on a
tap(k) = afk = apg(k) = pa(ps(k)) = pa o pg(k) pour tout k € Z/nZ donc p est bien un
morphisme. De plus, le morphisme p est injectif car si po = idz/nz alors pa (k) = k pour tout
k € Z/nZ donc ak = k pour tout k € Z/nZ donc o = 1. Finalement, le morphisme p est un
isomorphisme.

Finalement, si n = ¢ est premier alors on conclut puisque 1'on sait que (Z/qZ)* est cyclique
(voir exercice sur le groupe multiplicatif d’un corps fini) de cardinal ¢ — 1. (Rappelons que
le groupe (Z/nZ)* est de cardinal le nombre d’entiers de {1,...,n} premiers a n, mais non
cyclique en général.) O

On donne maintenant le lemme qui va permettre de distinguer a isomorphisme pres les
différents produits semi-directs.

Lemme 2. Soient N et H deux groupes. Soient ¢ : H — Aut(N) et o € Aut(H) deux
morphismes. On a l’isomorphisme de groupes suivant :

N Xgoo H~ N x4 H,



un isomorphisme étant donné par l'application

f: NN({)oaH — N>4¢H
(n,h) — (n,a(h)).

Démonstration. Tout d’abord, on a deux morphismes o : H — H et ¢ : H — Aut(N) donc
la composition ¢ o a est un morphisme H — Aut(N) et on peut donc bien former le produit
semi-direct N Xgoq H. L'application f : N Xgoq H — N X4 H de I’énoncé donnée par (n,h) —
(n,a(h)) est clairement bijective, d’inverse l'application N Xgpoo H <= N x4 H donnée par
(n,a~1(h)) « (n, h). Ainsi, il suffit de montrer que f est un morphisme.
On note -4 (resp. ‘goq) la loi de groupe sur N x4 H (resp. N Xgoq H). Il suffit de vérifier que

f((”? h) “poa (n/7 h/)) = f(nv h) K f(n/7 hl)?
pour tout (n,h),(n’,h’) € N x H. On a d’une part

(n’ h) ‘goa (n/7 h/) = (n¢ © a(h) (n/)v hh/)’
donc

F((n, h) goa (0, 1)) = (ng o a(h)(n'), a(hh)),

et d’autre part

)
donc on conclut que f est bien un morphisme puisque a(h)a(h’) = a(hh’) car « est un
morphisme. O

A titre indicatif, on donne également le résultat suivant. A noter quil n’a pas d’intérét dans
notre cadre puisque Aut(Z/nZ) ~ (Z/nZ)* est commutatif.

Lemme 3. Soient N et H deux groupes. Soient ¢ : H — Aut(N) et u € Aut(N) deux
morphismes. On considére le morphisme ¢, : H — Aut(N) donné par ¢, (h) = uo ¢(h)ou?
pour tout h € H. On a lisomorphisme de groupes suivant :

N Ny H~N A H,
un isomorphisme étant donné par l’application

f: N>4¢uH — N>4¢H
(n,h) — (u™'(n),h).

Démonstration. Tout d’abord, "application

Yu i | Aut(N) —  Aut(N)
Y — uotpout

étant un morphisme (c’est méme un automorphisme intérieur' de Aut(N)), la composée 7, o ¢
est bien un morphisme H — Aut(N). Ainsi, cette composée n’étant rien d’autre que ¢,,, on en
déduit que ¢, : H — Aut(NV) est bien un morphisme donc on peut former le produit semi-direct

1. Si G est un groupe, un automorphisme intérieur de G est un (auto)morphisme 4 : G — G donné par
G 2 h i+ v4(h) :=ghg™', pour g € G.



N x4, H. L’application f : N x4, H — N x4 H de 'énoncé donnée par (n,h) — (u=1(n),h) est
clairement bijective, d’inverse Vapplication N x4, H < N x4 H donnée par (u(n),h) <= (n,h).
Ainsi, il suffit de montrer que f est un morphisme.

On note -4 (resp. -4, ) la loi de groupe sur N x4 H (resp. N x4, H). Il suffit de vérifier que

f((n’ h) “bu (TL,, h,)) = f(nv h) K f(nlv hl)?
pour tout (n,h),(n’,h’) € N x H. On a d’une part

(n.1) g, (0 1) = (nu(h) ('), )
= (nuoo(h) ou™ ('), hi)

donc, en utilisant le fait que v~ est un morphisme,

F((n, 1) g, (0 1)) = (™ )u (wo ¢(h) 0w (n), hH)
=(u"t(n) ¢(h) 0wt (n'), hh'),

et d’autre part

F(n,h) g f(n/ W) = (u™H(n), h) - (™" (), 1)
= (uil(n)cb(h)(u*l(n’)), hh’) ,
donc on conclut que f est bien un morphisme. O

Finalement, énoncons un dernier résultat de standard de cours.

Lemme 4. Soient m,n € N* avec m | n et notons k := [-. Alors nZ est un sous-groupe de kZ
et Uapplication
Z/mZ — kZ/nZ
a — ka
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est un isomorphisme.

Démonstration. Le groupe nZ est bien un sous-ensemble de kZ puisque k | n donc c’est un
sous-groupe. L’application
Z — kZ/nZ
a +— ka

)
est bien définie et

a € Z appartient au noyau <= n | ka
<~ km | ka
< m|a,

donc le noyau est mZ. On conclut en appliquant le premier théoréme d’isomorphisme. O

On revient maintenant a notre exercice. Puisque p | ¢ — 1, on peut écrire ¢ — 1 = kp pour
k € N*. Ainsi, si ¢ : Z/pZ — Z/(q — 1)Z est un morphisme alors 0 = ¥(0) = ¢ (p) = py(1) dans
Z/(qg—1)Z donc g — 1 | pyo(1) donc k | ¥(1). Ainsi, on a ¥(1) € kZ/(q — 1)Z, ce groupe étant
isomorphe par le Lemme 4 & Z/pZ via le morphisme Z/pZ — kZ/(q — 1)Z donné par n > kn.
Ainsi, si pour tout ¢ € Z/pZ on note ; : Z/pZ — 7./(q— 1)Z le morphisme donné par ;(1) = ik,
on a

Yi(n) = ikn = ink = 1 (in),



pour tout n € Z/pZ donc

Vi = P10 i, (5)
ou p; : Z/pZ — ZJpZ est le morphisme donné par la multiplication par ¢ € Z/pZ. On choisit
maintenant un isomorphisme 0 : Z/(q — 1)Z — (Z/qZ)* (note?) et pour tout i € Z/pZ on note
¢;=poboh, oup: (Z/qZ)* — Aut(Z/qZ) est I'isomorphisme du Lemme 1. En composant &
gauche par p o 6 la relation (5) devient

¢i = ¢10 flj. (6)

Sii =0 alors ¢p = idz/4z et le produit semi-direct Z /47 x4, 7/pZ est direct. Sinon, on a i # 0
et donc i € (Z/pZ)* donc p; € Aut(Z/pZ) par le Lemme 1. En particulier, par le Lemme 2
et (6) on a

Z/qZ x4, Z/pZ = L] qZ Xy, Z]pZ.

Ainsi, on sait que notre groupe G est soit isomorphe & Z/pqZ soit & Z/qZ x4, Z/pZ. Pour
conclure, il suffit donc de voir que Z/qZ x4, Z/pZ n’est pas abélien. Pour tout n € Z/pZ on a

¢1(n) = poboyi(n) = pob(nk) = pynr) € Aut(Z/qZ),

donc pour tout (a,b), (a’,V') € Z/qZ x Z/pZ on a, dans Z/qZ X 4, Z/DZ,

(a,b) - (a',b") = (ap1(b) bb')
= (app(ry(a’), bb)
= (ab(bk)d’ bb’)
= (ad'(bk),bb"),

en utilisant la commutativité de Z/gZ pour la derniere égalité. On a donc
(a’,b) - (a,b) = (ad'0(V'k), bD)
dans Z/qZ X, Z/pZ. Ainsi, en prenant par exemple a = a’ =1 on a
(17b) ’ (176/) 7é (176/) ’ (17b) dans Z/QZ My Z/pZ

<= 0(bk) # 0(b'k) dans Z/qZ
< 0(bk) # 0(b'k) dans (Z/qZ)*
<= bk #V'k dans Z/(q — 1)Z (par injectivité de )
— bk # 'k dans kZ/(q — 1)Z
< b#V dans Z/pZ (par le Lemme 4).

Ainsi, le groupe Z/qZ x4, 7/pZ n’est jamais abélien et on conclut.

2. Un tel isomorphisme 6 est donné par 0(i) = o' ol « est un générateur de (Z/qZ)*.



