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Exercice 1, environ sur 7.5 points

Soit q une puissance d’un nombre premier et soit n ∈ N∗.
1. Soit d ∈ {1, . . . , n}.

a. Montrer que l’application GLn+1(Fq)× Fn+1
q 3 (f, x) 7→ f(x) ∈ Fn+1

q induit une action de
GLn+1(Fq) sur l’ensemble G(d) des sous-espaces vectoriels de Fn+1

q de dimension d.
b. Montrer que cette action est transitive.
c. Déterminer le cardinal du stabilisateur d’un élément de G(d) pour cette action. Indication :

on pourra raisonner avec une matrice par blocs.
d. En déduire le nombre de sous-espaces projectifs de Pn(Fq) de dimension d pour d ∈
{0, . . . , n− 1}.

2. a. Quel est le cardinal de Pn(Fq) ?
b. Montrer que l’action de GLn+1(Fq) sur Pn(Fq) est 2-transitive. On rappelle qu’une action

d’un groupe G sur un ensemble X est 2-transitive si pour tout (x, x′) ∈ X2 et (y, y′) ∈ X2

avec x 6= x′ et y 6= y′, il existe g ∈ G tel que gx = y et gx′ = y′.
3. a. Quel est le nombre de droites de Pn(Fq) ?

b. Le Dobble est un jeu constitué de 55 cartes, chacune d’entre elles comportant huit symboles
différents. Deux cartes ont toujours exactement un symbole en commun. Le but du jeu
est d’être le premier à trouver le symbole commun entre deux cartes données. Expliquer
comment construire un Dobble à 183 cartes, en donnant le nombre total de symboles et le
nombre de symboles sur chaque carte.
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Exercice 2, environ sur 8 points

Soit k un corps et soit n ∈ N∗.

Les trois questions sont indépendantes.

1. Soit m := #µn(k). On rappelle que nécessairement la caractéristique de k ne divise pas m, en
d’autres termes m 6= 0 dans k.

a. Montrer que toute transvection de GLn(k) est la puissance m-ième d’une transvection.
b. Soit A ∈ SLn(k). On suppose que pour tout B ∈ SLn(k), il existe λ ∈ µn(k) tel que

AB = λBA.
i. Montrer que pour tout B ∈ SLn(k) on a ABm = BmA.

ii. En déduire que A commute avec toutes les transvections.
iii. En déduire que A ∈ Z(SLn(k)).

c. En déduire que Z(PSLn(k)) = {1}.
2. On suppose dans cette question que (n, k) 6= (2,F2), (2,F3). Retrouver le résultat de la question

précédente en utilisant la simplicité de PSLn(k).
3. a. Soit A ∈ GLn(k) une matrice qui n’est pas une homothétie.

i. Montrer qu’il existe un vecteur x tel que x et y := Ax ne sont pas colinéaires.
ii. Montrer qu’il existe une transvection T ∈ GLn(k) telle que Tx = x et Ty = x+ y.

iii. En déduire que [T,A] = TAT−1A−1 n’est pas une homothétie.
b. En déduire que Z(PGLn(k)) = {1}. Bien sûr cette démonstration fonctionne également pour

PSLn(k).

Exercice 3, environ sur 4.5 points

Soit ABCD un parallélogramme non aplati du plan affine R2, que l’on plonge dans le plan projectif
réel P2(R). Soit O = (AC) ∩ (BD) le centre de ABCD, I le milieu du côté [A,B], Φ = (AB) ∩ (CD)
et Ψ = (AD) ∩ (BC).

1. Faire une figure dans le plan affine R2.
Représenter les points de la figure (A,B,C,D, I,O,Φ et Ψ) après avoir envoyé :

2. la droite (AB) à l’infini ;
3. la droite (AC) à l’infini ;
4. la droite (OI) à l’infini.

Pour chaque point A,B,C,D, I,O,Φ,Ψ on précisera s’il est ou non à l’infini dans la nouvelle représen-
tation.

On prendra soin de préciser les différentes étapes des constructions. On rappelle que l’on peut
commencer en plaçant arbitrairement les images (non alignées) de trois points non alignés de la figure
initiale.

Exercice 4, environ sur 3 points

1. Déterminer l’unique homographie f de P1(C) vérifiant :

f(0) = 2, f(1) = 0, f

(1 + i

2

)
=∞.

2. Quelle est l’image de R par f ?
3. Calculer f2.
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