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Feuille n® 2 : Fonctions, applications

Domaine de définition

Exercice 1

Trouver le domaine de définition des fonctions données par les formules suivantes :
1. Va2 -3z — 4
9 L
s —Vii—z
3. tan(2x).
Injectivité, surjectivité, bijectivité

Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, indiquer s’il s’agit du graphe d’une application, injection, surjection de [0, 1]
dans [0, 1].

A
1 1 1
0 1 0 1 0 1
(a) (b) (c)
A
1 - 1 1 '\
0 1 0 1 0 1
(d) (e) (f)
1 1
0 1 0 1

(e) (h)

Exercice 3
Prouver que 'application de Z? dans R définie par V(a,b) € Z2,  f(a,b) = a + b\/2 est injective.

Composition de fonctions

Exercice 4

Soit f et g deux fonctions numériques d’une variable réelle données par

_2—1
24

fla) = et gla)

1. Déterminer les antécédents de 0 et —2 par f et de 0 et —2 par g.



2. Trouver le domaine de définition ainsi que I'image de f et de g.
Soient f1, f2, f3 et f4 les fonctions numériques d’une variable réelle définies par

(@) = f(f(@)), falz) = flg(x)), fs(x) =g(f(2)) et fa(x) = g(g(x)).
3. Déterminer le domaine de définition de f;, i =1,...,4.

4. Trouver une expression simplifiée de f;, 1 =1,...,4.

Exercice 5

Soit Papplication définie sur R par f(x) = x — 4 et g 'application définie sur [1,+oo[ par g(z) = vz — 1.
Déterminer foget go f.

Exercice 6

On définit deux fonctions f et g sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1] par

f(x){ 1/2—z size(0,1/2] g(x){ 0 sizel0,1/2]

N 0 sinon x—1/2 sinon

Déterminer f o g et go f. Ces applications sont-elles égales 7

Exercice 7

On définit deux applications f et g de [0,1] dans R par

) = {3195 Zina;f [0,1/3] o(z) = {3 0 six€[0,2/3]

x — 2 sinon

Déterminer fog et go f. Ces applications sont-elles égales ? Trouver un sous-ensemble de [0, 1] sur lequel fog
et g o f ont les mémes restrictions.

Fonctions majorées, minorées

Exercice 8

Déterminer si les fonctions suivantes sont majorée, minorée ou bornée :

1. f(z) = Lxﬂ sur R\ {0}, sur R\ {0}.

2. f(z) = M sur RT, sur R\{0, —1}.

3. f(z)= ‘ ?/%mj sur RT\ {0}.

4. f(z) = albz| — blax] ol a et b sont des réels strictement positifs.

Exercice 9

1
1. Déterminer iI;% || + {J . Cette fonction admet-elle un minimum ?
x xZ

2. Soit f : R — N. La fonction f est-elle minorée ? admet-elle un minimum ?

Monotonie

Exercice 10

Déterminer les fonctions réelles définies sur R qui sont :
1. a la fois croissantes et décroissantes.

2. & la fois monotones et périodiques.

Exercice 11

Soit f: R — R.

1. On suppose que f est une fonction strictement croissante.
Montrer que : Vz € R (fo f)(z) =z & f(z) = .

2. Montrer que si f o f est croissante et f o f o f est strictement décroissante, alors f est décroissante.



Parité, périodicité

Exercice 12

Parmi les fonctions définies par les formules suivantes, lesquelles sont paires ou impaires ?
1. 5z — 322,

2t — a3+ 1,

cos(x?),

sin(z® + ),

exp(|x]).

ANl

Exercice 13

1. Montrer que le graphe de la fonction f : R — R donnée par la formule f(x) = 22 + 22 + 3 est symétrique
par rapport a la droite d’équation = = —1.

2. Montrer que le graphe de la fonction g : R — R donnée par la formule g(x) = 23 — 322 + 32 — 6 est
symétrique par rapport au point M (1, —5).

Définition d’applications

Exercice 14

On note E I'ensemble des applications de R dans R vérifiant la propriété :
Ve e R, f(2z) = f(x).
1. Les applications définies ci-dessous appartiennent-elles & A ?
a. f est une application constante
b. f:rz—3z-1

c f 0 —~0

Yl e = lsiz#£0
1 =0

d'f'[x —1lsix#1

2. On suppose que f appartient a A.
a. Démontrer que : Vt € R, f(4¢t) = f(t).

b. Démontrer que : Vo € R, Vn € N, f (2%) = f(x).

Exercice 15

Soit f et g, deux fonctions définies sur R.

On définit les fonctions f = sup(f, 0) et f— =sup(—f, 0) = —inf(f, 0).
\f|+f ot f = |f|2—f

Exprimer |f| et f en fonctlon de fi et de f_

Montrer que : fi =

Montrer que, si g et h sont deux fonctions positives telles que f = g — h, alors fy < get f_ < h.

Vérifier : sup(fy, f-)=|f] et inf(fy, f-) =0.
Montrer : (f + g)+ < f+ + g+. Peut-il y avoir inégalité stricte dans cette inégalité ?

Montrer que : f < g & (f+ < gy et g_ < f).

S gk wbh =

Fonctions de plusieurs variables

Exercice 16

Déterminer puis représenter graphiquement le domaine de définition des fonctions suivantes :
1. fi(z,y) = cos(x + 2y + 1)
vz+y+1
2. folz,y) = ——————

(@, z—1
3. fal, ) (leyl, 2 In(y* — z))
4. falw,y.2) = Vo + y+VzE+In(d—a? —y? - 27)



Exercice 17

On considere les applications fi, fa, f3 de Z3 dans Z? telles que pour chaque (z,y, z) € Z* :
— filz,y,2) = (x 4+ 22,2,y —x — 2)
— falz,y,2) = 2y —2,y,0 —y + 2)
— fi(z,y,2) = (x — 2y, — y + 2,9).

Déterminer f; o f3, fz3 o f1 et fo o fo.

Exercice 18

1. On considére la fonction f : R? + R définie par f(z,y) = 22 + y? et on définit la fonction F par
F(r,0) = f(rcosf,rsin@). Déterminer explicitement F'.

2. Soient f I'application de R? dans R? qui & (z,v,2) associe (x + y?, 7y?z) et g I'application de R? dans
R3 qui & (u,v) associe (u? + v, uv, e¥). Déterminer explicitement foget go f.

3. On considere les fonctions f : R? — R3 et g : R? =+ R définies par
f(a,y) = (sin(zy), y cos z, aysin(azy) exp(y®)), g(u,v,w) = wow.

Déterminer g o f. Peut-on définir fog?

Exercice 19
Soit f I'application de R? dans R? définie par f(x,y) = (z + y, 2y) pour tout (z,y) de R2.
1. Calculer f=1({(3,2)}). L’application f est-elle injective ?

2. Est-elle surjective ?

3. Quelle est son image 7

Pour aller plus loin

Exercice 20

Déterminer les fonctions définies sur R vérifiant les affirmations suivantes :
L V(z, y) €R? |f(z) = f(y) = |z —yl
Yz, y) €R? [ f(2) + f(y) = |z +yl
ER? f(a)f(y) — flay) =z +y
ER? flz+y)— fle—y)=4ay
r, y) €ER? f(x)f(z?—-1) =2

Yz, y) ER® flz+y®) = f(2®) + f(y)
(Indication : Calculer f(0). Montrer que f(x) = f(2?) = f(z*) puis calculer : f((—z?) + 22).)
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Exercice 21

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction telle que : Vx € [0,1] 2z — f(z) € [0,1] et f(2z — f(z)) = .
On définit g par g(z) = 2z — f(x).

1. Montrer que Vn > 1 g¢l"(z) — 2z =n(g(z) — ) ot g = gogo---og (n fois)
2. Majorer |g(z) — z|. En déduire une expression de g

3. En déduire une expression de f.

Exercice 22
Soit f : R — R une fonction croissante telle que V(z, y) € R?  f(z +vy) = f(z) + f(y). Montrer que
1. Vne N f(n) =nf(1).

2. VneZ f(n)=nf(l).
8. YqeQ f(q) =af(D).
4. Ve eR f(x)=2af(1)

(Indication : on pourra utiliser la densité de Q dans R pour encadrer x par des rationnels de plus en plus
proches de z).



