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Il s’ensuit que

Ix| = x, si x>0
] —x, si x<0

Pour tout x,y € R, on a : |x]* =%, |xy| = |x||y]
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Démonstration.

On distingue deux cas suivant le signe de x.
e Si x >0 alors :
x| =x=x4 e x_=0

e Si x <0 alors :
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Ceci est vrai car pour tout t € R, on a : t < |t

On en déduit aussi qu'on a I'égalité ssi xy > 0. O
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La borne supérieure peut ne pas appartenir a I'’ensemble.
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Exemple 2
Soit B = {-X-,n,m € N*}, alors
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supB:% et infB=0
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Lemme (lemme d'Archiméde)

L’ensemble des nombres réels R est archimédien, c-a-d, pour tout £,x > 0, il existe
n € IN tel que ne > x.

v
Démonstration.

Par I'absurde, on se ramene a supposer que = est un majorant de IN. Donc IN admet

une borne sup. M. Ainsi il existe n € IN tel que n > M —1; etdoncn+1> M. Il
s'ensuit que M n'est pas un majorant de IN, ce qui est absurde. |




V1) Intervalles de R

On appelle intervalle de R toute partie de R qui peut s’écrire sous la forme :

Q [a,b] :={x € R: a< x < b} (intervalle fermé borné appelé aussi segment),
Q ]a,b]:={x € R:a< x < b} (semi-ouvert a gauche ou semi-fermé a droite),
Q [a,b[:={x€eR:a<x< b}

Q Ja,b[:= {x € R: a < x < b} (intervalle ouvert),

Q [a,+oo[:={x € R: x > a} (demi-droite fermée a gauche),

Q Ja, +oo[:={x € R: x > a} (demi-droite ouverte & gauche),

@ | —o0,b]:={x € R: x < b} (demi-droite fermée a droite),

Q | — o0, b[:={x € R: x < b} (demi-droite ouverte 3 droite),

©Q o (ensemble vide),

@ R (droite réelle),

avec a et b des réels tels que a < b.
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@ | —o0,b]:={x € R: x < b} (demi-droite fermée a droite),

Q | — o0, b[:={x € R: x < b} (demi-droite ouverte 3 droite),

©Q o (ensemble vide),

@ R (droite réelle),

avec a et b des réels tels que a < b.

Les ensembles suivants sont-ils des intervalles :

[-3, —1]U]L, +oo[, [0, 1]U]1,5], {7}, {x € Q,0 < x < 1}?
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Une partie non vide A de R est un intervalle si et seulement si on a la propriété :

Vx,y € A= [x,y] C A.

On dit aussi que A est comnuence.

Démonstration.

Pour simplifier on peut supposer A est non vide et bornée, les autres cas se traitant par
des idées similaires.

e La condition nécessaire est facile a vérifier; il suffit juste de se référer a la définition
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e Démontrons maintenant que la condition est suffisante. Notons ~ la borne supérieure
de A et 0 sa borne inférieure.
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Proposition (Admis provisoirement)

Une partie A de R est dense dans R si et seulement tout réel est limite d'une suite
d’'éléments de A. C-a-d, pour tout x € R il existe une suite (x,),en avec x, € A et

lim x, = x
n——+o00
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facon analogue, on aurait g% =2 € Q, mais V2 ¢ Q. O




