Licence 3 — Mathématiques pour I’enseignement secondaire 2017-2018

UNiV{EESK]E ﬁ@l Courbes et Surfaces Paramétrées
TD n°5 : Courbes gauches

Exercice 1
Soient 7, o deux vecteurs de R3.

1. Montrer que :

TANTP+ VP = Juf ol

2. Montrer que l'aire du parallélogramme de cotés w, ¥ est |7 A 7| Profitez-en pour calculer
l'aire d’un triangle de sommets A, B, C € R3.

3. Pour @ = (3,-1,2), ¥ = (2,1,—1) et & = (1,—2,2). Calculer :
UNTAT) et (WAV)AT

En particulier, remarquer que o A (7 A E?) #* (7 A 7) AW

Exercice 2

Soient abed un tétraedre de R3. Soient 175, . 17?1 ol Uy, est le vecteur perpendiculaire a la face F},
opposée a m, dirigée vers l'extérieur du tétraedre et de norme 'aire de la face F,. On veut montrer
que :

Ug+ - +uy=0

ﬁ
On fixe Dorigine d’un repére en a. On note 3, 8, B le vecteur %, at et ad.

1. Exprimer les vecteurs 272, e ug A laide des vecteurs E, 8, B et de produit vectoriel.

2. Conclure en développant.

Exercice 3

Soient abc un triangle du plan. En notant les vecteurs de chaque coté Z,B,ﬁ et A,B,C le
longueurs des cotés, et en utilisant le produit vectoriel, montrer que :

Exercice 4

Un corps rigide tourne a la vitesse w autour de ’axe verticale. On fixe ’origine en un point O du
corps rigide. Soit M un point de ce corps rigide. On note W le vecteur verticale, de norme w, orienté
vers le haut si le corps tourne dans le sens trigo. Montrer que la vitesse 7 du point M est donnée par :

V =% AOM.
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Exercice 5

On étudie les deux courbes suivantes :

cost e’ cost
f(t)y=1 sint g(t) = | elsint
sin(2t) el

e Déterminer le vecteur tangent unitaire ? en tout point régulier des courbes définies par les
paramétrages cartésiens :

o Montrer que la tangente en tout point régulier de la courbe t +— ¢(t) fait un angle constant avec
laxe de la troisieme coordonnée (Oz).

o Montrer que f est tracée sur le cylindre d’axe (Oz) et de rayon 1.

e Montrer que f est tracée sur le "paraboloide hyperbolique" d’équation z = 2xy.

« Montrer que f est tracée sur le "cylindre parabolique" d’équation z = (z — y)? — 1.
e "Tracer" la courbe f. On appelle f la courbe de la crépe.

« Montrer que g est tracée sur le "cone de révolution" d’équation : 22 = z? + y2.

e "Tracer" la courbe g. On appelle g est une hélice conique.

Exercice 6

Déterminer le plan osculateur au point de parameétre ¢ des courbes suivantes :

t 12
L oy(t)= |t 3. ys(t) = [ ¢
t3 t
cost et cost
2. y2(t) = | sint 4. y4(t) = | el'sint
sin(2t) el

Exercice 7

Calculer la courbure et la torsion des courbes 7; : R — R? suivantes :

t et
Loy(t) = |t 3.wt)=| ¢
t3 V2t
cost el sin(t)
2. yo(t) = sint 4. v4(t) = | et cos(t)
sin(2t) et

Exercice 8

Soit v un arc birégulier paramétrée par la longueur d’arc. On suppose que 7y est inclus dans la
spheére de centre l’origine et de rayon 1.

1. Montrer que (v|T") = 0.

2. En déduire qu’il existe deux fonctions a, b telles que :
y=aN+bB e a®+b =1

3. Calculer a et b, en fonction de K et 7.
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4. En déduire que K et 7 vérifient I’équation :
1\’ 1\'1)\°
_ — ) = =1
(%) + (%))

Exercice 9

Soit v un arc birégulier paramétrée par la longueur d’arc. On suppose que la courbure K et la
torsion T vérifie I’équation différentielle :

) ()

K K) 1

1. Montrer qu’il existe deux fonctions a, b telles que 'arc suivant soit de dérivée nulle
v —aN —bB

2. Vérifier que a® 4 b? est constante.

3. En déduire que « est sur une sphere.

Exercice 10

On dit qu’un arc régulier 7 de classe C' est une hélice si ses tangentes font un angle constant avec
une direction fixe qui est appelée l'aze de l’hélice.

1. Soit v de classe C? biréguliere et de torsion non nulle. On note K la courbure et 7 la torsion.
On suppose « paramétrée par la longueur d’arc. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) v est une hélice;

(b) la normale & v est incluse dans un plan fixe;
()

(d)

On pourra montrer les implications dans 'ordre suivant : a) = b),b) = a),b) = ¢),c) = b), puis
a+b+c) = d) et enfin d) = b). Pour limplication, on pourra montrer que NI+ B est un vecteur
constant ou A = K/1.

Montrer que si elles sont vérifiées alors la direction de I’hélice est bien définie.

la binormale & v fait un angle constant avec une direction fixe;

la fonction K/7 est constante.

2. Soient a,b € R* avec a® + b?> = 1. Montrer que la courbe t +— (acost,asint,bt) est une hélice
d’axe (Oz). Calculer sa courbure et sa torsion.

%
3. Soit P un plan de R? que 1'on oriente par le choix d’un vecteur unitaire normal k et « un arc de
P paramétrisé a vitesse a. Soient b, ¢ € R tels que a? + b> = 1. Montrer que la courbe :

T(s) = v(s) + (bs + ) K

est une hélice dont précisera ’axe. On dit que v est la directrice de I’hélice. Comparer la courbure
de I’hélice et la courbure de sa directrice.

4. Montrer que toute hélice peut étre obtenue par le procédé de la question précédente et admet
donc une directrice.

3/3



