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Exercice 1

a O

1. On fait agir G = {(0 b

Paction.

) [a#0, b#£0 } sur R? de maniére naturelle. Décrire les orbites de

2. On considére l'action du groupe U = {u € C||u| = 1} sur C par u - z = uz. Décrire les orbites de
cette action.

Exercice 2
Soit k un corps, on considére le groupe G = GL,, (k).

1. Décrire les orbites de 'action de G sur k™.
2. Montrer que l'action de G sur les droites vectorielles de k™ est transitive.

3. Soit i = 0...n. Montrer que 'action de G sur les sous-espaces vectoriels de dimension 7 de k™ est
transitive.

Exercice 3
Montrer que toute action d’un groupe d’ordre 143 = 11 - 13 sur un ensemble de cardinal 25 posséde un
point fixe.

Exercice 4
Soit G un groupe agissant sur un ensemble X.

1. Montrer que si z et y sont dans la méme orbite alors les stabilisateurs sont conjugués.

2. Soit E un ensemble et Y = {f : X — E} 'ensemble des applications de X vers E. Montrer que les
formules suivantes (g x f)(x) = f(g-x) et (9 ©® f)(z) = f(g~! - x) définissent une action a droite et
une action a gauche.

Exercice 5

Soit G un groupe, on étudie 'action de G sur G par translation a gauche. On obtient ainsi un morphisme
0 : G — &(G). On note n l'ordre de G.

1. Soit g € G. On note w lordre de g. Montrer que 6(g) est un produit de
déduire que la signature de 0(g) est (—1)@+DE,

2. 11 existe un unique entier & > 0 et un unique nombre impair [ tel que n = 2*I. Montrer qu'il existe un
unique entier v et un unique nombre impair v tel que w = 2%v et il vérifie 0 < u < ket v | L.

3. Montrer que €(0(g)) = 1 si et seulement si u < k. En déduire que, §(G) C 2A(G) si et seulement si
aucun élément de G n’est d’ordre 2%,

cycles de longueur w. En

Exercice 6
Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini X. On pose

X9 ={x € X| gr==x} pour tout g € G.



1. En comptant de deux maniéres différentes le cardinal de ’ensemble {(g,z) € G x X| gz = = }.
Montrer ’égalité
D [Staba(x)| = Y |X9].
zeX geG
2. Démontrer la formule de Burnside :

|G| x (nombre d’orbites) = Z | X9).
geG

3. On considére une roulette circulaire partagée en n secteurs égaux et chaque secteur posséde 'une
des couleurs d’une palette de ¢ couleurs. Dénombrer les roulettes, étant entendu qu’on identifie les
roulettes qui se correspondent par une rotation. On pourra se limiter au cas n = 5,10 et ¢ = c.

Exercice 7
Soit k£ un corps fini.

1. Calculer le cardinal de GL,, (k). Simplifier la formule pour n = 1,2, 3.
2. En déduire le cardinal de SLy, (k). Simplifier la formule pour n = 1,2, 3.

3. En déduire le cardinal de PGL, (k). Simplifier la formule pour n = 1,2,3. Le groupe PGL,, (k) est
le quotient du groupe GL, (k) par le groupe des homothéties.

Exercice 8 Soient G ~ X une action et k un entier. On dit qu'une action est k-transitive lorsque pour
tout z1, ...,z € X distincts et tout yi,...,yx € X distincts, il existe un g € G tel que ¢ - x; = y; pour
i1=1,..., k.

On rappelle que 'on a vu dans la feuille de TD précédente que si deux points sont dans la méme
orbite alors leurs stabilisateurs sont conjugués.

1. Soit k£ > 2. Montrer qu’'une action est k-transitive si et seulement si elle est transitive et que l'action
du stabilisateur de tout point € X sur X ~\ {z} est (k — 1)-transitive si et seulement si elle est
transitive et que l'action d’un stabilisateur d’un point € X sur X ~\ {x} est (k — 1)-transitive.

Exercice 9
Soit k un corps et E = k™. On note P(E) I'ensemble des droites de E.

1. Montrer que SL,, (k) agit transitivement sur P(E).

2. Montrer que SL, (k) agit 2-transitivement sur P(E).

3. Montrer que GL, (k) n’agit pas 3-transitivement sur P(F) si n > 3.
4. Montrer que GLy(k) agit 3-transitivement sur P(E).
)

. Montrer que les actions de GL,, (k) et de SL, (k) ne sont pas fidéles en général. Déterminer leurs
nOyaux.

Exercice 10
On note F, le corps Z/,z.

1. En utilisant exercice précédent trouver un morphisme de GLo(F,) vers G,41. Quel est le noyau
de ce morphisme ?

2. En déduire que GLy(F3) = PSLy(F2) ~ &3. Le groupe PSL,, (k) est le quotient du groupe SL,, (k)
par le groupe des homothéties (de rapport une racine n-iéme de 1'unité).

3. En déduire que PGLy(F3) ~ &4 et PSLy(F3) ~ 2Ay.



