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Exercice 1

Soit G le sous-groupe de &7 engendré par o = (246)(571) et 5= (34)(56). Nous allons
calculer I'ordre de G.

On note G le stabilisateur du point 1 dans G, on note G 2 le stabilisateur des points 1
et 2 dans G, enfin on note G 53 le stabilisateur des points 1, 2 et 3 dans G. On note X;
I'orbite de 1 sous G, X5 'orbite de 2 sous 7 et X3 l'orbite de 3 sous Gy 5. On rappelle
que #{E désigne le cardinal de 'ensemble F.
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Montrer que 6 divise 'ordre de G.

Montrer que §G = §X; - X5 - 1X5 - 1G123.

Montrer que G agit transitivement sur {1,...,7}. En déduire £X;.
Calculer v = afBa™t et § = yBy L.

Montrer que {3,4,5,6} C Xj.

. Montrer que 7 € Xy, en déduire que Xy = {2,7} ou {2,3,4,5,6,7}.

On fait agir G sur 'ensemble des parties & 3 éléments de {1,...,7} par si £ C
{1,...,7} alors g - E = g(F). Montrer que 'orbite de l'ensemble {1,2,7} est de
cardinal 7. Une fois que 'on a trouvé les 7 parties, un graphe avec pour sommet les
7 parties et des fleches étiquetées o ou 3 peut aider & conclure...

. En déduire que 7 est un point fixe de G 5.

En déduire que 6 et 5 sont des points fixes de G 23.
Conclure que X3 = 4. En déduire que 4G = 168

Exercice 2
Application direct du cours. Soit G agissant sur un ensemble X.

1.

Montrer qu'une action est transitive si et seulement si I'espace X /¢ est de cardinal
1 si et seulement si il n’y a qu'une seule orbite.

. Montrer que le noyau de I'action est égale a l'intersection des stabilisateurs. Com-

ment appelle-t-on une action dont le noyau est trivial ?



3. Récrire la définition d’une action libre a aide des stabilisateurs.

4. Montrer qu'une action qui posséde un point fixe n’est pas transitive sauf si §X = %,
trouver la ou les valeurs de *.

5. Montrer que si deux points sont dans la méme orbite alors leurs stabilisateurs sont
conjuguées.

6. Donner un exemple d’action simplement transitive. Donner un exemple "le plus"
général possible.

7. Si G agit sur G par conjugaison, comment appelle-t-on les stabilisateurs d’un élé-
ment, les orbites d’un élément, le noyau de ’action ?
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Pour ceux qui coince a la question 7, on doit trouver =
{1,2,7},{5,4,1},{7,6,5},{6,3,1},{2,3,5},{4,3,7},{2,4,6}.
2Pour ceux qui coince & la question 10, penser & utiliser la question 1.



