
GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE.
— Variétés abéliennes polarisées sur les corps de

fonctions. Note (*) de Laurent Moret-Bailly, présentée par Jean-Pierre Serre.

On donne un théorème de famille limitée pour les variétés abéliennes polarisées à réduction semi-stable sur un
corps de fonctions, lorsque l'on fixe le lieu de mauvaise réduction et le degré du dualisant relatif. On en déduit un
théorème de Zarhin, conjecturé par Tate sur les endomorphismesdes variétés abéliennes sur les corps de fonctions à
corps de base fini (1).

ALGEBRAIC GEOMETRY. - Polarized Abelian Varieties over Function Fields.
Wegivea boundedfamilytheoremforpolarizedAbelianvarieties with semistable réduction overafunctionfield, when

the bad reduction locus and the degree of the relative dualizing sheaf are given. We deduceatheorem of Zarhin,
conjectured by Tate, on the endomorphisms of Abelian varieties over a functionfield withfinite groundfield.
Dans tout ce qui suit, S désigne un schéma noethérien régulier connexe de dimension 1, 11

son point générique, F=K (ri) son corps de fonctions rationnelles. Soit A f-* S un S-schéma

en groupes lisse dont la fibre générique An est une variété abélienne sur F. On supposera de
plus que A est semi-stable sur S, c'est-à-dire que ses fibres ont un radical unipotent nul. On
pose g=dim AN, on note EA : S -> A la section unité, CÙA/S=A9 QÃ/s le faisceau dualisant
relatif, et onposecoA/s=e* (coA/s). Si Lest un faisceau inversible sur A, on supposera toujours
que:
(I) L est muni d'une rigidification a : (9S e*(L).

(II) L satisfait au théorème du cube, autrement dit le faisceau 0(L) sur A x A x A défini
s s

par:

est trivial.

REMARQUES. — Il existe alors une unique trivialisation de 0 (L) qui soit compatible avec a
sur la section unité, via l'isomorphismenaturel E*, 0 (L)~e£ (L). Cette trivialisation est une
« structure cubiste », ou « structure du cube» au sens de [1].
D'autre part, étant donné un faisceau inversible Ln sur A^, il existe un revêtement fini

S' -> S, étale aux points où A a bonne réduction, et un unique faisceau inversible L sur A x S',
sprolongeant L. x S', et vérifiant (I) et (II) (cf [1]). Enfin si LT] est ample sur A, alors Lest

s
ample relativement à J, et .f L est un (Os-module localement libre de rang fini.
LE GROUPE cg(L). - Soient A la variété duale de An et A' son modèle de Néron. Au

faisceau inversible LT] est associé (cf [2]) un homomorphisme naturel:

On note cpL : A --+ Alle prolongement de cpL (déduit de la propriété universelle du modèle de
Néron A') et on pose K(L)=Ker (pL : c'est un sous-schéma en groupes fermé de A, quasi-
fini sur S si Ln est ample.



On peut alors définir un S-schéma en groupes %(L), extension centrale de K(L) par lv'l/
possédant les propriétés suivantes:
(i) le Gm-torseur sur K(L)sous-jacent à 4(L) s'identifie à la restriction à K(L) du torseur

associé à L.
(ii) le(L) opère à gauche sur L de façon compatible à l'action de K(L) sur A par

translations.
(iii) ^(L)n s'identifie au groupe ^(Ln) de [2], §23.
Comme extension centrale de K(L) par Gm, ^(L) définit (via les commutateurs) un

accouplement alterné eL
: K(L) xK(L)->Gm s. D'autre part, grâce à (ii) ci-dessus, ^(L)

opère sur les CDs-modules Riƒ*(L)(i 0).
THÉORÈME 1. — On suppose K(L) fini sur S : alors le(L) est un groupe thêta non dégénéré;

autrement dit, laforme eL définit un isomorphisme de K(L) avec son dual de Cartier.
Notons que lorsque K(L) est d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles de S, ce

résultat est immédiat à partir du cas classique des variétés abéliennes.
Je dois le théorème suivant à D. Mumford :

THÉORÈME 2. — On suppose que L est ample. Pour tout n1 on note A[n] lepluspetit sous-
groupe ouvert de A contenant K(Lon), et f[n] :

A[n] -» Sle morphisme structural.
(i) Pour tout n2, le morphisme canonique

estsurjectif.
(ii) Si K(L@2) estfini sur S et si L est symétrique, alors les morphismes de restriction
f(L) - f2](LIA[2]) et /^(L®2) - f](L?zJ) sont des isomorphismes.
La démonstration de (i) est classique à partir du« théorème du carré ». Celle de (ii) utilise

la théorie des représentations des groupes thêta ([3], appendice). La première assertion de (ii)
montre, en d'autres termes, que dans le cas ample symétrique l'image directe ne dépend pas
du choix du modèle semi-stable pourvu que celui-ci soit assez gros pour que K (L®2) soit fini

sur S.
LINOKIMI 3. - On suppose que S est une courbe lisse et connexe sur un corpskde

caractéristiquep^.0, queLestsymétriqueetample relativementàƒ,etqueK(L2 estfinisur
S. On note d le rang du (!}çmodulef(L), et 8(A,L) le {!}çmodule inversible
(A^L))®2(x)cof/s- Alors:
(i) ô(A, L) est d'ordrefini dans Pic (S) dans chacun des deux cas suivants:
{a)p>0,
(b) A est un S-schéma abélien.
(ii) Si S estpropre sur k, alors degsô(A, L)=0.
Le cas (i) (b) lorsque pÆd a été démontré par L. Szpiro et l'auteur grâce au théorème de

Riemann-Roch relatif. Sip=0, ce cas peut aussi se déduire de l'équation fonctionnelle de la
fonction thêta de Riemann.
On suppose désormais que S est une courbe propre, lisse et connexe sur un corps k. On

déduit alors du théorème 3 le :

THÉORÈME4. - LeCJs-module inversibleruAISest de degré ^0; ilest de degré 0 siet seulement
si A est isotrivial sur S (c'est-à-dire s'il existe un revêtementfini S' --+ S tel que A x S' soit

s

constant sur S').



On suppose maintenant p^2, et on se donne une suite ô=(dl, ., dg) d'entiers >0
vérifiant 81 di,11 di etp Jdl, On note (8) (cf [4]) le groupe de Heisenberg de type5 sur k
r g t[
qui est une extension centrale de (3) (ZIdiZ xpark] et Vk(ô) sa représentationi=1
standard de poids 1, notée V5

k
dans [4], § 6.

DÉFINITION. - Une donnée de type 8 sur le corps Fk(S), est un couple (AF, Lp) où :

- AF est une variété abélienne de dimension g sur F, à réduction semi-stable sur S;

- LF est unfaisceau inversible sur AF, ample, totalement symétrique, rigidifié et de type,
9 -c'est-à-dire que K(LF)F Et) (Z/^Zx|^.)p où F désigne une clôture algébrique de F.
i=1

DÉFINITION. - Soit (AF, LF) une donnée de typeb sur F. Une structure thêta étendue sur (AF,
LF) est la donnée

- d'un modèle semi-stable A i S de AF (c'est-à-dire d'un sous-groupe ouvert du modèle de
Néron de AF sur S);

— d'unfaisceau inversible L sur A prolongeant LF et vérifiant (I) et (II);

— d'un isomorphisme X : (L) - (ô)s,induisant l'identité sur les sous-groupes Gm,s, et
symétrique au sens de ([4], § 2,p. 317) [ilest clair quel'onpeut ici définir un automorphisme D l
de (L) analogue à celui de loc. cit.].
Soit (AF, LF) une donnée de type5, munie d'une structure thêta étendue (A, L, À). Notons

D (AF) l'ensemble des points de S où A a mauvaise réduction, et posons e (AF) = degs mAIS: ces
deux objets ne dépendent que de AF. On peut alors définir comme dans ([4], § 6), un
morphisme:

t(A,L,À):S--+P@)=[p>(VdQ)),
qui coïncide, sur l'ouvert S — S (AF), avec le morphisme canonique à valeurs dans le schéma
de modules MgcP(5) de ([4],§ 6, th., p. 83). De plus on a un isomorphisme canonique de dé-
modules:

/*(L)^Vfc(ô)(x)fct(A,L,X)*((9P{J5(-l)).

Il en résulte que:

Comme Mg est un schéma de modulesfin pour les variétés abéliennes polarisées munies d'une
structure thêta, on a finalement :

THÉORÈME 5. — Soit e un entier. Les données (AF, LF) de typeh, possédant une structure
thêtaétendueet tellesquee (AF)e,formentunefamillelimitéesurk(i. e. sontparamétréespar
un k-schéma de typefini).



L'hypothèse de l'existence d'une structure thêta étendue est tempérée par le résultat
suivant:
THÉORÈME 6. — On suppose kfini ou séparablement clos. Soit L un ensemblefinidepoints

fermés de S. Il existe un revêtementfini S' -* S, étaleau-dessus de S — E, ne dépendant que de L
etb,telquepour toutedonnée (AF, LF)de type 8 surF tellequeL(AF)CL,ladonnéeinduitesur
S'possède une structure thêta étendue.
Rappelons que les théorèmes 5 et 6 supposent p^2 et pJdeg(LF). Toutefois, en

remplaçant les structures thêta par d'autres types de structures de niveau, on peut démontrer
des analogues de ces théorèmes sans ces deux hypothèses et en déduire, sans restriction surp,
le théorème suivant:
THÉORÈME 7. — On suppose kfini. Soient Av une variétéabélienne sur F etd un entier. Alors

l'ensemble des classes de F-isomorphismede couples (BF, LF), où HF est une F-variété abélienne
telle qu'il existe une F-isogénie AF —> BF de degrépremier àp, et LF unfaisceau inversible ample
de degré d2 sur BF, estfini.
Lorsquep yfd, ce théorème est dû à Zarhin [5] dans le cas2 et à S. Mori (non publié)

dans le cas p=2. Indiquons brièvement la démonstration: on peut supposer que AF a
réduction semi-stable sur S; il en est alors de même des BF et l'on a S (BF) = S (AF). D'après le
théorème 6 on peut donc supposer de plus que les (BF, LF) admettent une structure thêta
étendue (ou une structure de niveau convenable). L'hypothèse d'isogénie implique que
e(BF) =e(AF), et l'on applique le théorème 5.
Enfin, Zarhin [6] a montré que le théorème 7 implique le théorème suivant, conjecturé par

Tate:
THÉORÈME 8. — On suppose kfini. Soient Fsune clôture séparable de F, G = Gai (FS/F), et

soit AF une variétéabélienne sur F. Alorspour tout nombrepremier l=£p, l'homomorphisme
canonique:

est un isomorphisme, T, désignant le module de Tate l-adique.

COMPLÉMENTS. - On a des théorèmes analogues pour les corps de fonctions de plusieurs
variables. En caractéristique nulle on peut supprimer, dans le théorème 6, l'hypothèse de
semi-stabilité sur AF. Pour le théorème 5, L. Szpiro et l'auteur dans le cas X—Ç), et
récemment G. Faltings dans le cas général, ont montré que e(AF) est borné lorsqu'on fixe
Y-(AF)-
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