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GÉOMÉTRIEALGÉBRIQUE.
— Polarisations de degré 4 sur les surfaces abéliennes.

Note (*) de Laurent Moret-Bailly,présentée par Henri Cartan.

Ondonne une description des surfacesabéliennesmuniesd'unepolarisation de degré 4 dont le diviseui générique
n'estpaslisse. Le seulcas non trivial permet d'obtenir,en caractéristique 2, une fibration en courbes semi stablesde
genre 2 sur P1, dont lajacobiennerelative est un schéma abélien principalement polarisé non constant.Oort [1]
avaitdéjàmontréque le schémademodules grossier des suifaces abéliennesprincipalement polariséescontient, en
caractéristique positive, une courbe rationnelle propre.
We give a descriptionofabelian surfaces with a polarization ofdegree4 whose generic divisor is not smooth,and

deduce an example, in characteristic 2, ofa nontrivial semistablefamily ofcurves ofgenus2 over P1 whose relative
Jacobian is an abelian scheme.
Le présent travail a pour origine une question de M. Raynaud.
RAPPELS ETNOTATIONS(cf. Mumford [2], [3]). Soit k un corps algébriquementclos. Si A

est une fc-variété abélienneet L un faisceau inversible sur A, on note cpL le morphismede A
dans sa duale Â défini par cpL (x) F* L®L \ où Fx désigne la translationpar xeA. On
note K(L) le noyau de cpL, et degL le degré de cpL [c'est 0 si K(L) n'est pas fini]. On a
degL=x(L)2. Si L est ample, K(L) est fini et H;(A, L)= 0 pour i>0, donc degL-/î0(L)2.
De plus, K(L) est alors muni d'une forme bilinéaire alternée non dégénérée
eL :K(L) xK(L) -> Gm,queTonpeutdéfinir commesuit : K(L) opère par translations sur le
système linéaire |L|, d'où un morphisme p:K(L) -»PGL(H°(L)). Si x et y eK (L) on relève
p (x) et p (y) dans GL (H° (L)) : leur commutateur est alorsunehomothétie qui nedépendpas
des relèvements;c'est ce commutateur qui est noté eh (x, y).
SiH (=K(L) est un sous-groupetotalement isotropemaximalpour eh, alors | H | = deg L, et

le sous-schéma| L |H de l'espaceprojectif| L | formé despoints fixes sous H est un torseur sous
le groupe K(L)/H«H(dual de Cartier de H). En particulier le nombre des diviseurs du
système | L | invariants par H est égal à CardHomt (H, G „,) = CardH (fc). Enfin si H cK (L)
est d'ordre premier, il est totalement isotrope pour eL.
THÉORÈME. Soient k un corps algébriquement clos, p sa caractéristique, A une surface

abélienne sur k, L unfaisceau inversibleample sur A de degré 4, | L | le système linéaire associé
(qui est une droite projective). Alors :
1. Quitte à translater L, on est dans l'un (et un seul) des cas suivants :
(a) il existeD e | L | qui est une courbe lisse de genre 3;
(b) A est produit de deux courbes elliptiques E et F, et F—&A(2E+ F);
(c) p—2 et (A, L)»(E xE, ©hxE(Ex {e} u F)), où E est une courbe elliptique de p-rang 0

sur k (nécessairement isomorphe, comme on sait, à la courbe plane d'équation affine
,v2 + j'=x3) et F le graphe d'un endomorphismede degré 2 de E.
2. Le cas (b) est le seul où |L| admet une composantefixe, qui est alors F.
3. Le cas (c) est le seul où K (L) «a2 x v-i\ dans ce cas, les courbes de | L ] sont intègres de

genre géométrique 2 avec un point de rebroussement, sauf 5 d'entre-ellesformées de deux
courbes elliptiques tangentes à l'origine. Enfin si l'on éclate l'origine dans A, le transformé
sùict du système | L | définit unefibration Â -> P 1, àfibre générique lisse de genre 2, avec cinq
fibres singulièresformées de deux courbes elliptiques transverses en un point.
Remarquons tout de suite que l'assertion 2 est conséquencedes autres. Fixons quelques

notations. Nous identifierons| L | à la droite P = P (H° (L)v).Les courbesde | L | formentalors
unefamilleD -> P, oùD est un diviseurrelatifpour la seconde projection de A x P sur P. Si R
est une fe-algèbre et t e P (R), nous noterons Dt la fibre de Dent: c'est « la courbe de | L |

correspondant au point t e | L | ». Enfin on rappelle que x (L)= 2, et (L. L)—4 par Riemann-
Roch.
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LEMME 1. — SoitD0 unefibre géométrique de D. Alors D0 est une courbe connexede genre
arithmétique 3, qui a l'une des formes suivantes :
(I) D0 lisse de genre 3;
(II a) D0 intègre de genre géométrique 2 avec un point double ordinaire;
(II b) D0 intègre de genre géométrique 2 avec un point de rebroussement;
(III a) D0 réunion de deux courbes elliptiques se coupant transversalementen deux points;
(III b) D0 réunion de deux courbes elliptiques tangentes en un point (ce qui impliquep—2,

car l'intersection de ces deux courbes est, à translationprès, un groupe radiciel d'ordre 2);
(IVa) D0 réunion de trois courbes elliptiques avec la configuration

(FVb) Comme en (TVa) avec E2 et E2 confondues(D0=E1 u2E2).
Démonstration. — On sait que A ne contient pas de courbes rationnelles, et que tout

morphisme(de variétés) d'unecourbe elliptiquedansA est (à translationprès) unmorphisme
de groupes. Par ailleurs, on utilisera le résultat facile suivant : si C et C sont deux courbes
intègres sur A, on a (C.C')^O, et si (C.C')=0 alors C et C sont deux courbes elliptiques
translatées l'une de l'autre.
Supposons D0 non lisse. Ses composantes sont alors de genre géométrique 1 ou 2.

Supposons que D0- contienne une courbe C de genre géométrique 2.
Si C est singulière, elle est de genre arithmétique > 3, doncD 0 =C : ce sont les cas (II a) et

(II b).
Si C est lisse, on a D^C+Di. Comme (D0.D0)=4 et (C.C)=2, on a (0.^^=1 et

(D1.D1)= 0, donc Di est une courbe elliptique et la projection de C sur A/Dx est un
isomorphisme, ce qui est absurde.
Nous sommes donc ramenés au cas où D0 est réunion de courbes elliptiques, que nous

laissons au lecteur. B
Si |L| contient une courbe du type (I) [resp. (IV)] on est dans le cas (a) [resp. (b)] du

théorème, et réciproquement. Nous dirons que (A, L) est bizarre si [ L | ne contient aucune
courbe du type (I) ou (IV).
Notons r| le point générique de P, et r\ un point géométrique de P au-dessus de r).
LEMME 2. — Si (A, L) est bizarre, F>J] est du type (lia) ou (IIb) et son point singulier est

l'uniquepointfixe de |L|.
Démonstration. Soit UcA le complémentaire de l'ensemble des points fixes. La

projection Dn(UxP)->Uest alors un isomorphisme,ce qui montre que D^ est régulière
aux points de U. En particulier si D- a des points doublesordinaires ce sont des points fixes.
Ceci exclut déjà que D^ soit du type (III a) puisque (L.L)=4, et entraîne donc que D^ a un
seul point singulier.Mais cela signifie que le HeusingulierrelatifdeD sur P est radicielsur P
(si l'on oublieses points isolés) donc est une courbe rationnelle : sa projection sur A est alors
unpoint. Autrementdit le pointsingulier de D^ est unpointfixe. Iln'y apas d'autrepointfixe
puisque (L.L)=4. Enfin un argument de rigiditémontre que D^ n'est pas du type (III b), ce
qui achève de démontrer le lemme. 9
LEMME3. Supposons(A, L) bizarre,avec sonpointfixe à l'origine.Alors on est dans le cas

(c) du théorème; de plus (A, L) vérifie toutes les propriétés énoncées dans la partie 3 du
théorème.
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Démonstration. — Soient t et t' deux points distincts de P(fc). Comme (L.L)—4, les

courbesD, et Dr, ne sont pas tangentes(au sens fin) à l'origine.Cela signifie que, sur la surface
Â^ A obtenue en éclatant l'origine, le transformé strict de |L| [qui correspond au fibre
L—n*(L)®&(—2E), où E est le diviseur exceptionnel]est sans point fixe. Déplus, si D, est
irréductible, sa transforméeD, est lisse puisque :

3 =dimH1(0DJ>dimH1(<J)D,)è2.
f

Nous obtenons donc grâce à L une fibration Â -* P, à fibre génériquelisse de genre 2. Les
seulesfibres singulières possibles pour / s'obtiennent en éclatant l'origine sur une courbedu
type (III a) ou (III b); elles sont donc formées de deux courbes elliptiques transversesen un
point. On a alors ([4], exposé XVI, prop. 2.1):

1 =Xtop (À)=X,op (p) • %.op (D„)+(nombre de fibres singulières),
donc / a exactement cinq fibres singulières.
Supposons p^2. Alors K(L)«(Z/2Z)2 (le seul groupe d'ordre 4 muni d'une dualité

alternée). Il admet trois sous-groupestotalement isotropesmaximaux,isomorphesà Z/2 Z;
chacun d'eux laisse invariantes deux courbes de |L|, chacune ayant donc deux points
singuliers : on obtient six courbes du type (IIIa), donc une de trop. On a donc p =2. Si
K(L)~Z/2Z x\i2, on trouve :

f une courbe invariante par Z/2 Z, du type (III a),| deux courbes invariantes par n2.
Mais commetoutes les courbesréductiblesde | L | ont un groupede translations non trivial,
on a donc au plus trois courbes réductibles : contradiction.
DoncK (L) est radiciel. Si le morphismede Frobenius de K (L) n'était pas nul, son noyau

seraitle seul sous-groupenon trivialde K (L) et serait isomorpheà a2 • d'où une seulecourberéductible.
FinalementK (L) est radiciel, à Frobenius nul, et autodual, donc isomorphe à a2 x a2, et

les cinq courbes réductiblessont du type (III b), car le type (III a) est invariant par un groupe
isomorphe à Z/2 Z. Prenons deuxd'entre-elles,soit Ej uF, et E2uF2: les courbesEj et
E2 sont de p-rang 0 (puisqueA contient a 2 x a2) et transversesà l'origine.Donc A s'identifie
à Ex xE2; et comme (Ej.Fi^l et (E^Fj) 2, la courbe Fx est bien le graphe d'un
morphisme de degré 2 de E1 sur E2.
Il nous resteàmontrer queD- est du type(II i). Si elle était du type(II o), la restrictionde /

audiviseur exceptionnelE donnerait unmorphismeséparable de degré2 de P1 dansP 1, donc
ramifié en un seul point (rappel : p—2). Or, il est ramifié pour chacune des cinq courbes du
type (III b) : contradiction.
Enfin le lemme suivant montre l'existenced'objets bizarres :
LEMME 4. (i) Si (A, L) est défini comme en (c) du théorème, alors K(L)Ka2 xot2.
(ii) Si K(L)«a2 xa2, alors (A, L) est bizarre.
Prouvons (i). Soientdonc E de p-rang 0 sur k de caractéristique2, e son origine, n : E -» E

(")
une isogénie de degré 2, F son graphe, H son noyau, it (resp. i2) l'injection E -> E xE(i)
(resp. E-» ExE). Pour éviter des confusions, nous noterons 4- et - l'addition et
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la soustraction des diviseurs. Posons D0—i1(E)-r-r, et L=(PExE(D0). Il faut montrer
queHxHcK(L)(cela suffit car degL=4). CommeD 0 est invariant par i x (H) il suffit de voirqueH<=Ker(cpLo/2) ou, ce qui revientaumême, queHcKe;.;/;o(pLof2) n Ker(;2o(pLo£2):

D'abord i2 o cpL o i2 =m., (L) 2 cpffi (e) : son noyauest le groupe des points d'ordre 2 de E, quicontient H.
D'autre part, soit yeE, et soit F' le graphe de x \-yn{x)—y. On a alors :

donc Ker(i'1ocpLoi2) Kern.
C.Q.F.D.

Quant à (ii), supposons K(L)«a2xa2 : alors K(L) admet une infinité de sous-groupes
totalement isotropesmaximaux(tous ceux isomorphesà a2). Cela signifie que, pour l'action
naturelle de K(L) sur P, l'ensembledes points de P(/c) ayant un stabilisateur non trivial est
infini [et donc égal à P (fc)]. Autrementdit toutes les courbesde | L | sontmuniesd'une action
libre de oc2. Ces courbes ne peuvent alors être risses de genre 3 (elles auraient un champ de
vecteurs partout non nul). Le cas (b) du théorème étant évidemment exclu [car, avec les
notationsdu théorème,K (L) est alors le groupedes points d'ordre2 de F], on en conclutbien
que (A.L) est bizarre.
Remarque. — Nous avons obtenu une famille non triviale de courbes de genre 2 sur P 1,

dont la jacobienne relative est propre. Inversement, partant d'un schéma abélien se -> P1
principalementpolarisé de dimensionrelative2, on obtient une famille de courbesde genre 2
sur P1 en prenantle diviseur de la polarisation (pourvutoutefoisque celle-ciprovienned'un
faisceau inversible sur se, cf. [5], 6.3), et les courbes singulières de la famille sont encore
formées de deux courbes elliptiques transverses en un point. Nous donnerons dans [6] des
exemples de telles familles en toute caractéristiquepositive. (Notons qu'en caractéristique0
un schéma abélien sur P1 est nécessairementconstant, cf. [1], 2.3.)

(*) Remise le 17 décembre 1979.
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