Conditions d'unicité uni-modale et partielle pour les décompositions
CANDECOMP /PARAFAC des tableaux tridimensionnels de données

Xijing Guo®T, Sebastian Miron*, David Brie* et Alwin Stegeman?

*Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN), France
tXi’an Jiaotong University, China
YHeijmans Institute for Psychological Research, Groningen, The Netherlands

CRRAN

UNIVERSITE
@ DE LORRAINE

16 janvier 2013



Plan

© Introduction

© Conditions d'unicité uni-modale

© Résultat d'unicité partielle

© Simulations

© Conclusions



Introduction

© Introduction



Unicité essentielle de la décomposition CANDECOMP /PARAFAC (CP)

Décomposition CANDECOMP /PARAFAC (CP) d'un tableau tridimensionnel

R
X =Y a,ob,oc, =[A,B,C], A(I xR), B(JxR), C(K x R)
r=1




Unicité essentielle de la décomposition CANDECOMP /PARAFAC (CP)

Décomposition CANDECOMP /PARAFAC (CP) d'un tableau tridimensionnel

R
X=>a,ob.oc, =[A,B,C], A(IxR), B(JxR), C(K x R)

r=1

La condition de Kruskal [Kruskal, Linear Algebra Applicat., 1977] :

Si
ka+kB+kc>2R+2

alors la décomposition CP de X est (essentiellement) unique.

Pour R = 2 ou 3, la condition de Kruskal est nécessaire et suffisante.

Collinearitiés /dépendances linéaires fortes = non-unicité ou unicité partielle, unicité
uni-modale.
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Quelques résultats d'unicité partielle pour la décomposition CP

< Si deux modes (e.g. A and B) sont de rang plein et si C posséde un sous-ensemble
de colonnes proportionnelles = C essentiellement unique et les colonnes correspondantes
de A/B engendrent des sous-espaces transformables [Harshman, 1972]

— [Stegeman et de Almeida, 2009] ~ conditions d’unicité essentielle/partielle pour le
modele PARALIND/CONFAC (difficiles a utiliser !)

— Conjectures ([Bro et al., 2009])

@ "If a subset of columns satisfies Kruskal’s criterion, then that subset will be uniquely
determined.”

@ "When linear dependences involve 'enough’ factors they need not interfere with
uniqueness”
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Conditions d'unicité uni-modale

Théoreme 1

Considérons la décomposition CP X = [A,B, C] de rang R. Si la condition
rank(A) + kB + kc > 2R + 2

est satisfaite, alors la matrice A peut étre déterminée de facon unique a partir de X.

Remarques
@ L'unicité est acquise méme si A présente des colonnes colinéaires, i.e. ka = 1.
@ |l n'y a pas de garantie quant a l'unicité de B et C.
@ Si ka = rank(A), Théoreme 1 <= condition de Kruskal.
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Théoreme 1

Considérons la décomposition CP X = [A,B, C] de rang R. Si la condition
rank(A) + kB + kc > 2R + 2

est satisfaite, alors la matrice A peut étre déterminée de facon unique a partir de X.

Remarques
@ L'unicité est acquise méme si A présente des colonnes colinéaires, i.e. ka = 1.
@ |l n'y a pas de garantie quant a l'unicité de B et C.
@ Si ka = rank(A), Théoreme 1 <= condition de Kruskal.

Théoréme 2

Considérons la décomposition CP X = [A, B, C] de rang R. Si les conditions

rank(A) + ks + kc > 2R+ 1

ks < rank(B) et kc < rank(C)

sont satisfaites, alors la matrice A peut étre déterminée de facon unique.
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Conditions d'unicité uni-modale de Kruskal [Kruskal, 1977]

Premier résultat
Si

rank(A) + min(ks, kc) > R+ 1
Condition #1

rank(A) + kB + kc + max(rank(B) — kg, rank(C) — kc) > 2R+ 1

alors la matrice A peut étre déterminée de fagon unique.




Conditions d'unicité uni-modale de Kruskal [Kruskal, 1977]

Premier résultat
Si

rank(A) + min(ks, kc) > R+ 1
Condition #1
rank(A) + kB + kc + max(rank(B) — kg, rank(C) — kc) > 2R+ 1

alors la matrice A peut étre déterminée de fagon unique.

Deuxieéme résultat

Condition #1

= rank(A)+ kB + kc > 2R+ 1,
ks = rank(B) et kc = rank(C)




Conditions d'unicité uni-modale

Théoreme 3

Si les conditions

rank(A) + min(ks, kc) > R+ 2

rank(A) + kB + kc + max (rank(B) — ks, rank(C) — kc) > 2R + 2,

sont satisfaites, alors la matrice A peut étre déterminée de facon unique.
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Théoreme 3

Si les conditions

rank(A) + min(ks, kc) > R+ 2

rank(A) + kB + kc + max (rank(B) — ks, rank(C) — kc) > 2R + 2,

sont satisfaites, alors la matrice A peut étre déterminée de facon unique.

T T
Théoreme 1 =—— Théoréeme 3

(2) T
1
o (1)

Théoreme 2

(1) kB < rank(B) et k¢ < rank(C)

(2) kB = rank(B) et k¢ = rank(C)
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Et les matrices B et C ... 7
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Résultat d'unicité partielle

Partition de A en N sous-matrices

Considérons la partition suivante de la matrice A

N
All, = [A4]...|AN], avec > R, =R

n=1
span(A) = span(A1) @ --- @ span(An)
BII4 = [By]...|Bnx]
CIl4 = [Cy]...|Cn]

Théoreme 4

Si A est identifiable, alors X peut se décomposer de maniére unique en somme de N
sous-blocs de type CP, [An, B, C,], avec R,, composantes.

A l'intérieur de chaque sous-bloc, les colonnes de A, sont déterminées de facon unique.
Les sous-matrices B,, et C,, peuvent étre déterminées de facon unique si le sous-modéle
de mélange donné par [A.,,B,, C,] est identifiable.
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Simulations

Exemple 1

R=6 I=10 J=500 K =200
bs = by + bz + bz + by + bs(ks =5)

(RSB =20 dB, 20 expériences)

A= [31732733734 a;,,a(;]

ag = as (rank(A) =5, ka =1)
ce =c1+c2+c3+cy (ke =4)
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FIGURE : Exemple 1 : Premier mode (A)
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B = [b1, b2, b3, bs|bs, bg]
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FIGURE : Exemple 1 : Deuxiéme mode (B)
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C= [01702703,C4|C5,C(;]

<—C5

c.2—]

(a) référence

c3
<—C.1
ce
ca L
) <5
c2
) 50 100 150 200
(b) estimé

FIGURE : Exemple 1 : Troisitme mode (C)



Exemple 2 (RSB = 20 dB, 20 expériences)

bs = b1 + b2+ bs +bs+bs(kg =5), cc=ci+c2+cs+calkc=4)
ag = a3 + as(rank(A) = 5,ka = 2), AIl4 = [a1,a2,a5 | a3, a4, ag]
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FIGURE : Exemple 2 : Premier mode (A)
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FIGURE : Exemple 2 : Deuxiéme mode (B)



Simulations

0.07 T T T 0.07 T T
0.06 0.06
3
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03 Comp.1
c6 Cc.4
0.02 002 v cs
<—CS5 i
0.01 co : 0.01 c
= \ -
0 0
0 50 100 200 0 50 100
(a) référence (b) estimé

FIGURE : Exemple 2 : troisitme mode (C)
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Conclusions

Conclusions

@ Trois conditions suffisantes pour I'unicité uni-modale du modéle PARAFAC
tridimensionnel

@ Colonnes colinéaires acceptées dans |'un des modes

@ Condition d'unicité pour la décomposition en sous-blocs de rang < R

@ L’'analyse de I'unicité est faite indépendamment pour chaque sous-bloc
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