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Rappels d’algèbre multilinéaire

H, B ∈ CI1×I2×I3 .

Dépliements

� En vecteur : vec(H) ∈ CI1I2I3

� En matrice : [H]1 ∈ CI1×I2I3 , [H]2 ∈ CI2×I1I3 .

� Cas particulier, tenseur hermitien R ∈ CI1×I2×I1×I2

SqMat(R) ∈ CI1I2×I1I2

Produit n-mode

Soit D ∈ CJ2×I2 , une matrice :

H = B×1 D ⇐⇒ [A]1 = D[B]1
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HOSVD

Définition

A = K×1 U(1) ×2 U(2) ×3 U(3)

� K ∈ CI1×I2×I3 : tenseur noyau.

� U(1) ∈ CI1×I1 , U(2) ∈ CI2×I2 , U(3) ∈ CI3×I3 , orthogonales.

� [A]i = U(i)Σ(i)V(i)

Exemple

I1 = M, I2 = P et I3 = N
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HOSVD

Approximation rang faible

H = Hc + H0

� Hc est un tenseur de rangs faibles (r1, r2, r3).

� ri = rank([Hc ]i )

� U(i)
0 = [uri+1 . . . uNi ]

H0 ≈H×1 U(1)
0 U(1)H

0 ×2 U(2)
0 U(2)H

0 ×3 U(3)
0 U(3)H

0
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STAP

� RADAR aéroporté.

� Détecter une cible mouvante noyée dans du fouillis.

� 2 Dimensions : spatiale et temporelle.

� détecter s perturbé par d au sein d’une observation x ∈ CNM

� xk , K données secondaires

x = αs + d

xk = dk

� d, dk ∼ C N (0,Σ)

� s, le steering vector
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Classic STAP filters

Optimal STAP filter

� wopt = Σ−1s

� sortie du filtre : y = | < wopt , x > |

Filtre STAP rang faible

� d = c + n, avec n ∼ C N (0, σ2INM) et c ∼ C N (0,R)

� R est de rang faible, r

� EVD(Σ) : (ei )1≤i≤NM

� U0 = [er+1 . . . eNM ]

� Π⊥c = U0UH
0

� wlr = Π⊥c s

� sortie de filtre : y = | < wlr , x > |
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Problématique

Comment traiter les données si le nombre de dimensions augmente ?

� STAP classique : 2 dimensions, N ×M

� De nouvelles dimensions peuvent être disponible : polarimétrie, MIMO,
. . .

� STAP polarimétrique : 3 dimensions, N ×M × 3

Approche classique

Mettre les données sous forme de vecteurs

� STAP classique : NM

� STAP polarimétrique : 3NM

⇒ Perte de structure et de performance
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Problématique

Solution

� Conserver la structure des données grâce aux tenseurs

� Utiliser l’algèbre multilinéaire

� Etendre le filtre rang faible au cas tensoriel

Moyen

� HOSVD ⇒ orthogonale.

� Elle ne prend en compte que les dimensions simples. ⇒ La HOSVD
n’est pas appropriée.

� Introduction d’une nouvelle décomposition : la cross-HOSVD
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Cross-HOSVDs

Nouvelle notation

� H ∈ CI1,I2,...,IP

� A = {I1, . . . , IP}, Al un sous ensemble de A (Al = {I1, I5, IP} par ex)

� soit A1, . . . ,AL tels que :

A1 ∪ . . . ∪ AL = A,
A1 ∩ . . . ∩ AL = ∅.

Nouveau dépliement

� [H]Al ∈ CAl×A\Al

� exemple : A1 = {I1, I3} ⇒ [H]A1 ∈ CI1I3×I2
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Produit multimode

� D ∈ CAl×Al

B = H×Al D

⇐⇒ [B]Al = D[H]Al ,

Reshape

� Réarrange un tenseur en un tenseur d’ordre inférieur,
Reshape(H,A1,A2,A3) ∈ CA1×A2×A3
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Cross-HOSVDs

Définition

H = KA1/.../AL
×A1 U(A1) . . .×AL U(AL), L ≤ P,

A1 ∪ . . . ∪ AL = A,
A1 ∩ . . . ∩ AL = ∅,

� ∀l ∈ [1, L], U(Al ) ∈ CAl×Al est orthogonale

� KA1/.../AL
est le tenseur noyau avec des propriétés identiques à celui de

la HOSVD
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Cross-HOSVDs

Approximation rang faible

H = Hc + H0,

� Hc is a (rA1 , . . . , rAL) low rank tensor

� rAl = rank([Hc ]Al )

H0 ≈H×A1 U(A1)
0 U(A1)H

0 . . .×AL U(AL)
0 U(AL)H

0

Lien avec la HOSVD

Reshape(H,A1, . . . ,AL) = Reshape(KA1/.../AL
,A1, . . . ,AL)×1 U(A1) . . .×L U(AL).
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Filtres STAP tensoriels

Modèle

X = αS + D

Xk = Dk k ∈ [1,K ].

� X,Xk ,D,Dk ∈ CI1×...×IP

� R = E [D ◦D∗] = Rc + σ2II1...Ip

Filtre optimal

Wopt = vec−1(SqMat(R)−1vec(S)).
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Filtres STAP tensoriels rang faible

� Décomposition de R avec la cross-HOSVD :

R = KA1/.../A2L
×A1 U(A1) . . .×AL U(AL) ×AL+1 U(A1)∗ . . .×A2L U(AL)∗

� Estimation de rA1 , . . . , rAL

� Troncature des U(Al ) en U(Al )
0 = [u(Al )

rAl +1, . . . , u
(Al )

size(U(Al ))
]

� Projection orthogonale :

X×A1 U(A1)
0 U(A1)H

0 . . .×AL U(AL)
0 U(AL)H

0 ≈ αS + N

� Filtre rang faible :

Wlr(A1,...,AP ) = S×A1 U(A1)
0 U(A1)H

0 . . .×AL U(AL)
0 U(AL)H

0

y = | <WA1,...,AP ,X > |
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Filtres STAP tensoriels

Remarques

� Similaire au cas vectoriel

� Différents filtres obtenues selon le choix de A1, . . .AL

� Possibilité de retrouver le filtre vectoriel et le filtre obtenue avec la
HOSVD
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STAP Polarimétrique

Modèle

� 3 canaux de polarisation : HH, VV, HV

� Tenseur d’ordre 3 : X,Xk ∈ CM×N×3

S(θ, v) = vec−1

 sHH(θ, v)
αVV sHH(θ, v)
αVHsHH(θ, v)

 ,

R = SqMat−1(Rpc + σ2I3MN),

Rpc =

 Rc ρ
√
γVV Rc 0

ρ∗
√
γVV Rc γVV Rc 0
0 0 γVH Rc

 ,
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Filtres

5 filtres

� Wlr(1,2,3),A1 = {M,N, 3}, r1,2,3, équivalent du filtre vectoriel

� Wlr(1/2/3), A1 = {M}, A2 = {N}, A3 = {3}, r1, r2, r3, équivalent de la
HOSVD

� Wlr(1,2/3), A1 = {M,N}, A2 = {3}, r1,2 and r3.

� Wlr(1/2,3), A1 = {M}, A2 = {N, 3} et Wlr(1,3/2), A1 = {M, 3},
A2 = {N} ⇒ non utilisés
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STAP Polarimétrique

Paramètres de simulation

� caractéristiques de la cible : θ = 0◦, v = 10 m.s−1

� M = 8, N = 8,

� SNR = 45dB, CNR = 88dB

� 2 scénarios :
I ρ = 1 : r3 = 2, r1,2 = 15, r1,2,3 = 30
I ρ = 0.5 : r3 = 3, r1,2 = 15, r1,2,3 = 45
I K = 2r1,2,3

M. Boizard 16/01/13 22 / 28



Introduction
Cross-HOSVDs

Filtres STAP tensoriels
Résultats

Conclusion

STAP Polarimétrique, Simulations, ρ = 1
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STAP Polarimétrique, Simulations, ρ = 0.5
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STAP Polarimétrique, SNR losses
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Conclusion

� Nouvelle décomposition
I permet de prendre en compte les infos contenues dans une combinaison

de dimensions
I propriétés analogues à la HOSVD

� Filtres STAP tensoriels
I Généralisation du cas vectoriel
I Choix du filtre ⇒ dépend des données

Perspectives

� Approximation rang faible ⇒ ALS pour mieux estimer les UAl
0

� Choix du filtre ⇒ Proposer un critère
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