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Résumé — Nous présentons ici une nouvelle famille de méthodes itératives, nommée CanDeP (multi-way array Canonical
Decomposition based on Procrustes rotation), afin de calculer la décomposition canonique d’un tableau hermitien semi-défini
positif d’ordre pair. Cette approche alterne jusqu’a convergence la résolution du probléme de Procrustes et la décomposition de
tableaux de rang 1. Appliquée aux cumulants d’ordre 2¢, la méthode 2g-CanDeP permet de réaliser une analyse en composantes
indépendantes performante, offrant i) un gain important en résolution, ii) la capacité d’identifier un mélange sous-déterminé de
sources et iii) une robustesse & un bruit Gaussien de covariance spatiale inconnue.

Abstract — A new family of iterative methods, named CandDep (multi-way array Canonical Decomposition based on Procrustes
rotation) is proposed in this paper in order to canonically decompose an even higher order positive semi-definite array with
hermitian symmetry. This approach switches, until the convergence, between the best rank-1 approximation of a given HO array
and the resolution of the well-known Procrustes problem. Applied to 2¢-th order cumulants, the 2¢g-CanDep approach allows
for a well-performed independent component analysis. Indeed, the proposed approach enjoys i) a good identification resolution,
ii) the ability of processing underdetermined mixtures of sources and iii) a good robustness to a Gaussian noise with unknown

spatial covariance.

1 Introduction

L’algébre multilinéaire est défini comme ’algebre des
tableaux d’ordre ¢ (¢ > 2), i.e., les tableaux a plus de
deux entrées. Si les premiers travaux en matiére d’algébre
multilinéaire remontent au XIXéme siécle, il faut attendre
la seconde moitié du XXéme siécle pour voir ce domaine
prendre une toute nouvelle dimension au travers de I’analy-
se de données et assister au sacre du modéle PARAFAC
(PARallel FACtor analysis) [6], que nous désignerons par
CAND pour étre également référencé sous le nom de Dé-
composition CANonique.

Le modele CAND n’est autre que ’écriture d’un ta-
bleau d’ordre ¢ sous forme d’une combinaison linéaire de
tableaux d’ordre ¢ et de rang 1. L’utilisation d’un tel mo-
deéle ne cesse de se répandre, en touchant a présent des
domaines aussi riches et variés que ceux de l’ingénierie
biomédicale [7] et du traitement d’antennes [10]. Parmi les
méthodes de décomposition les plus utilisées, on compte
les approches itératives telles que la méthode du gradient
conjugué, la méthode de Levenberg-Marquardt [11] mais
aussi la non moins populaire méthode ALS (Alternating
Least Square) [6] et ses dérivées [9]. Parmi les approches
semi-algébrique, on trouve la méthode FOOBI proposée
dans [8] pour des tableaux d’ordre 3 et 4, ainsi que I’algo-

rithme BIOME proposée dans [1] pour des tableaux her-
mitiens semi-définis positifs d’ordre pair. Si les approches
algébriques évitent les problémes de convergence propres
aux méthodes itératives, elles sont la plupart du temps
trés voire trop gourmandes en termes de colt de calcul.

Aussi, présentons-nous ici une nouvelle famille de mé-
thodes itératives, nommée CanDeP (multi-way array Ca-
nonical Decomposition based on Procrustes rotation), afin
de calculer la décomposition canonique d’un tableau her-
mitien semi-défini positif d’ordre pair. Cette approche al-
terne jusqu’a convergence la résolution du probléme de
Procrustes et la décomposition de tableaux de rang 1. Ap-
pliquée aux cumulants d’ordre 2¢, la méthode 2¢g-CanDeP
permet de réaliser une analyse en composantes indépen-
dantes performante, offrant i) un gain important en réso-
lution, ii) la capacité d’identifier un mélange sous-détermi-
né de sources et iil) une robustesse & un bruit Gaussien
de covariance spatiale inconnue.

2 Outils préliminaires et présenta-
tion du probléme

Avant tout, rappelons quelques notions d’algébre mul-
tilinéaire [2].



Définition 1 Soit T € CN>>Na yy tableauw d’ordre g
(¢ > 2). On dira que T est de rang 1 s’il peut s’écrire
comme le produit externe u o --- o u'? de q vecteurs
uld € CVi (1 <i<gq) ou chaque composante de T est
. 1

donnée par T, ... ;, = ul(-l) e ul(-g).

De méme que pour les matrices, il est possible de définir
le rang d’un tableau d’ordre supérieur :

Définition 2 Soit T € CN>>Na yy tableauw d’ordre g
(¢>3). Le rang de T, noté tk(7T ), est le nombre minimal
de tableaux d’ordre q, et de rang 1 décrivant exactement
T par combinaison linéaire. Cette combinaison linéaire,

minimale en son nombre de terme, définit la CAND du
tableau T .

Notons que, contrairement au cas matriciel, le rang d’un
tableau d’ordre strictement supérieur & 2 n’est pas obli-
gatoirement majoré par la plus petite de ses dimensions.
Par ailleurs, la définition 2 montre que 'ordre et la pon-
dération des différents tableaux de rang 1 définissant la
CAND d’un tableau 7" peuvent étre modifiés sans chan-
ger la valeur de 7. Si 'existence d’une telle décomposition
est toujours assurée, son unicité quant & elle ne sera ga-
rantie, aux deux indéterminations citées précédemmment,
que sous certaines conditions (voir les références dans [10]
pour des conditions suffisantes d’unicité). Considérons a
présent la transformation tableau-a-matrice suivante :

Définition 3 Soit T un tableau carré d’ordre 2q (q>2)
de dimensions N. Soient respectivement [q/2| et [q/2]
les parties entiéres inférieure et supérieure de q/2. La

(i, 7 )eéme composante de la matrice T = matq(7T) de taille
(N9 x N1) est définie par :
(maty (7))i; =
N1, q/215M[q/2]+157 " Mgy a+15" " Mg+ [q/2] M2q+q/2]+15""5N2q
ot
i=(n — 1Nt 4... 4 (nrg/2) — 1)Nla/2]
+ (Nq4rg/2141 = DN g (2 — 1)N + g
j= (ngr1 = YN 4o (ngypg o) — N2
+ (12141 — VN2 4 (g — 1N + 1y

Prenons a titre d’exemple le cas d’un tableau 7" hermitien
d’ordre 2¢ (¢>2) de dimensions N tel que {(w) = 1 pour
we{l,...,qt et {(w)=—1pourw € {g+1,...,2q}.

Définition 4 Un tableau T d’ordre q (q > 2) & valeurs
complexes sera dit hermitien si sa CAND prend la forme
suivante :

P
T:Z)\pag(l)o 5(2)0...00501) (1)
p=1

ot les P valeurs A, sont réelles et l’application & est définie
par £(w) = £1 avec pour conventions x' = x et x71 = x*,
x* désignant la conjuguée de x.

Supposons également que 7 soit semi-défini positif, les P
valeurs A, de la CAND (1) de 7 sont alors toutes po-
sitives. Construisons la matrice T = maty(7) de taille

(N9xN1?), on peut alors démontrer d’apreés les définitions
3 et 4 légalite T = A,AAY, on A= A®[1/2] ¢ A*L9/2],
@ est V'opérateur du produit de Khatri-Rao product [1],
@ désigne Vopérateur de puissance de Khatri-Rao [1], A
est la matrice de taille (N x P) égale & [ay,...,ap] et A
est la matrice diagonale diag{[A1,-- -, Ap]}. De cette éga-
lité découle le caractére hermitien semi-défini positif de T
garantissant l’existence d’une racine carré de T'. Enfin, in-
troduisons la transformation tableau-a-vecteur suivante :

Définition 5 Soit T € CV>>Na gyec ¢ > 2. Les com-
posantes du vecteur colonne t = vec(T ) de dimension
Ny --- Ny sont définies par :

=Tnon, (2

On peut alors définir l'opérateur réciproque unvec tel que
Pon ait unvec (vec(T))=T.

b(n1=1)(Na++-Ng)+(n2 1) (Na--No)++--+nq

Le probléme traité dans ce papier peut étre résumé de la
maniére suivante :

Probléme 1 Calculer la CAND d’un tableauw T hermi-
tien semi-défini positif d’ordre pair.

3 La famille de méthodes CanDeP

Nous proposons dans cette section une méthode per-
mettant de résoudre le probléme 1 évoqué ci-dessus. Soit
7 un tableau hermitien semi-défini positif d’ordre 2¢q (¢ >
2). La méthode proposée ici, baptisée 2¢-CanDeP, calcule
la CAND de 7 en alternant jusqu’a convergence deux
étapes de minimisation. Présentons tout d’abord la pre-
miére étape. Pour ce faire, notons T'/? une racine carrée
de T' = mat;(7) obtenue par diagonalisation de T. En
effet, T est diagonalisable sous la forme ELE", du fait du
caractére hermitien de T', ou F est la matrice des vecteurs
propres orthonormés associés aux P valeurs propres non
nulles de T' rangées dans la matrice diagonale L. On a
alors TY/? = ELY/? ou L'/? est la racine carrée de L. On
a alors la proposition suivante :

Proposition 1 Sous les hypothéses précédentes, la ma-
trice B = (Ll/z)_lE”AqA V2 est une matrice orthonor-
mée (unitaire) de taille (P x P), a valeurs réelles lorsque
q est pair.

Ainsi, la premiére étape de 2¢-CanDeP consiste & mini-
miser la norme de Frobenius de la différence entre T'/2 et
le produit matriciel AjA 1/2B”, ie, sans perte de généra-
lité au vu des indéterminations de la CAND, entre T/?
et le produit matriciel A,B" sous la contrainte d’avoir B
unitaire. En supposant connue la matrice A,, ce probléme
d’optimisation est connu sous le nom de probléme de Pro-
crustes [5]. La solution optimale au sens des moindres car-
rés consiste a choisir B=UV", ou U et V sont respecti-
vement les matrices singuliéres gauche et droite de la ma-
trice Aj T'/? (la démonstration proposée dans [5] dans le
cas de matrices réelles peut facilement étre étendue au cas
complexe).
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FI1GURE 1 — Pseudo-distance D calculée pour 6-CanDeP
et 6-BIOME en fonction du nombre d’échantillons

La seconde étape de la méthode 2¢g-CanDeP consiste
a identifier la matrice A,, et plus exactement les P vec-
teurs colonnes a, de A. Supposant connue la matrice B,
la matrice A, peut étre identifiée, & une matrice diago-
nale prés, en calculant le produit T'2B. On peut alors
montrer qu’appliquer 'opérateur unvec au p-éme vecteur
colonne de dimension N9 de la matrice A, identifiée per-
met d’obtenir le tableau carré AP d’ordre ¢ et de rang
1, défini par AP = a2l1/?] o a{jOLq/zJ. La seconde étape
consiste donc & calculer la CAND de rang 1 de chaque ta-
bleau AP a I’aide de la méthode des puissances d’ordre
supérieure [2] afin d’identifier & un scalaire prés les P vec-
teurs colonnes a,. Notons que la décomposition est pro-
posée dans [2] pour des tableaux de rang 1 est également
réalisée au sens des moindres carrés.

4 Simulations

Une étude comparative en termes de simulations numé-
riques est, présentée ci-dessous dans le contexte de 'identi-
fication de mélange sous-déterminé de sources. Cette étude
permet de comparer les performances de la méthode Can-
DeP et d’une autre méthode plus connue sous le nom de
BIOME [1]. Notons que BIOME a pour caractéristique
de proposer une solution semi-algébrique au probléme de
CAND. En fait, les méthodes 6-CanDeP et 6-BIOME ont
été utilisées afin d’obtenir la CAND d’un tableau cumu-
lant Cg - estimé & partir de réalisations d’un vecteur aléa-
toire @ suivant le modéle € = As+ v ou s est un vecteur
aléatoire dont les composantes sont mutuellement indé-
pendantes et v un vecteur Gaussien. La CAND de Cg o
conduit alors a l'identification du mélange A de taille
(N x P) par propriété des cumulants [3]. A titre d’exemple,
nous nous sommes placés dans le cadre de communications
satellitaires ot P =3 modulations QPSK filtrées Nyquist
(roll-off de 0.3) ont été générées et dont la réception sur
un réseau de N =2 capteurs a été simulée. Les porteuses
des QPSK ont été respectivement prises égales a 0, 0.35
et 0.7 (au facteur prés de la fréquence d’échantillonnage).
Le critére d’évaluation _de performance utilisé ici est la
pseudo-distance, D(A, A) = (a1, a9, -+ ,ap), entre A et
son estimée A ol a, = mini<;<p{d(a,, q;)} avec :

d(w, v) =1 — [u"v?/(||ul|||v]]) (3)

Les résultats ont été moyennés sur 100 expériences indé-
pendantes.

La figure 1 montre les variations de D en fonction du
nombre de réalisations du vecteur x pour un Rapport Si-
gnal & Bruit (RSB) de 20dB. Les deux méthodes ont des
performances trés voisines comme en témoigne la figure 1.
750 échantillons suffisent aux deux algorithmes pour assu-
rer des performances tout a fait correctes (i.e. D < 0.01)
malgré 'usage de cumulants d’ordre supérieur ('ordre 6
est ici utilisé) réputés pour avoir une grande variance d’es-
timation. La figure 2 montre quant-a-elle les variations de
D en fonction du RSB pour 2500 réalisations de x. On
note un bon comportement de 6-CanDeP au deld de 0dB,
comportement similaire & celui de 6-BIOME.
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FIGURE 2 — Pseudo-distance D calculée pour 6-CanDeP
et 6-BIOME en fonction du RSB.
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