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I. I NTRODUCTION

Ce TP s’effectuera sous MATLAB. Il aura pour but de présenter le domainespectral(ou fréquentiel)
au m̂eme titre que son homologue, le domaine temporel. En effet, l’analyse de données recquiert parfois
le passage au domaine fréquentiel : c’est entre autres le cas lorsque l’on chercheà identifier un signal
sinusöıdal noýe dans du bruit. Si la variance du signal d’intér̂et est inf́erieure à celle du bruit, une
visualisation des données dans le domaine temporel ne permet pas d’observer la sinusoı̈de. Par contre,
dans le domaine fréquentiel, la conclusion est toute autre.

II. ESTIMATION NON PARAMÉTRIQUE DE LA DENSITÉ SPECTRALE

Un des outils majeurs d’analyse des signaux stationnaires dans le domaine spectral est ladensit́e
spectrale. Elle se d́efinit commeétant la transforḿee de Fourier de la fonction d’autocovariance.

A. Périodogramme lisśe

La densit́e spectrale d’un processus aléatoire stationnaire ergodique peutêtre estiḿee à l’aide du
périodogrammeP̂ (ejωk) défini par
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où

∀ 0 ≤ h ≤ N − 1, γ̂(h) =
1

N

N−h∑
i=1

(xi − x)(xi+h − x) (2)

avecx = (
∑N

i=1 xi)/N . Bien que non biaiśe, le ṕeriodogramme est un estimateur non consistant de la
densit́e spectrale. Toutefois il peut le devenir en passantà travers un filtre{WN(·)} dûment choisi

∀ ωk = 2πk/N, f̂(ejωk) =
∑

|h|<mN

WN(h)P̂ (ejωk+h) (3)

où mN est un entier. L’estimateur̂f(ejωk) de la densit́e spectrale peut́egalement̂etre directement d́efini à
partir de l’estiḿee γ̂(h) de la fonction d’autocovariance

∀ ωk = 2πk/N, f̂(ejωk) =
1

2π

∑
|h|< Ǹ

w(h/̀N)γ̂(h)e−jhωk (4)

où les quantit́esw(·) et Ǹ doivent v́erifier
w(0) = 1
|w(x)| ≤ 1 pour tout x
w(x) = 0 pour tout |x| > 1

Ǹ/N → 0 quand N → +∞

(5)



B. Application

A titre d’application pour le TP, nous considérons le processus AR(2) {Xi} défini parφ(B)Xi = θ(B)Zi

où φ(B) = −(B + 2)(B − 7)/14, θ(B) = 1 et σ2 = 1. Sous MATLAB, en utilisant la fonctionfilter,
géńerer le processus{Xi} à partir deN = 500 échantillons ({Zi} sera suppośe gaussien). D’autre part,
construire le processus{Yi = Xi + sin(0.3 ∗ i ∗ π)}. Repŕesenter alors dans la même fen̂etre MATLAB
la densit́e spectrale estiḿee des deux processus{Xi} et {Yi} (on utilisera alors le ṕeriodogramme lisśe
ainsi que la fonctionbartlett(.) de MATLAB) et commenter les résultats.

III. E STIMATION PARAMÉTRIQUE DE LA DENSITÉ SPECTRALE

A. Principe

On suppose que les données peuvent̂etre mod́elisées par un ARMA de param̀etres (p,q,σ2,φ(B),θ(B)).
Pour la suite, on se placera même dans le cas d’un AR de paramètres (p,σ2,φ(B)). La premìere étape
consisteà estimer les param̀etres de l’ARà partir des donńees et des ḿethodes temporelles usuelles
d’estimation. L’ordrep du mod̀ele étant inconnu, il rentre dans la liste des paramètresà estimer, il va
de soi d’appliquer l’algorithme de Durbin-Levinson décrit en court. Rappelons leśequations ŕecursives
emploýees ainsi que la procédureà suivre :
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où φ̂m = [φ̂m,1, · · · ,φ̂m,m]T. Une estimation̂p de l’ordre p du mod̀ele consistèa prendre la plus petite
valeur m′ telle que pour toutm > m′,

∣∣∣φ̂m,m

∣∣∣ < 1.96N−1/2. Le vecteurφ̂p̂ = [φ̂p̂,1, · · · ,φ̂p̂,p̂]
T constitue

donc un estimateur des coefficients du polynômeφ(B). Resteà estimer la varianceσ2, il suffit alors de
se ŕeférer à l’équation de Yule-Walker suivante :

σ̂2 = γ̂(0)− φ̂p̂
H γ̂ p̂ (7)

où γ̂p̂ = [γ̂(1), · · · ,γ̂(p̂)]T et γ̂(0) la variance estiḿee des donńees.

Une fois les param̀etres de l’AR estiḿes, on utilise le th́eor̀eme de calcul de la densité spectral d’un
processus ARMA{Xi} :
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où φ(z) = 1− φ1z − · · · − φpz
p et θ(z) = 1− θ1z − · · · − θqz

q. Néanmoins l’́egalit́e (8) est soumise au
respect de certaines conditions impliquant les deux polynômesφ et θ (rappeler ces conditions).

B. Application

Repŕesenter̀a nouveau dans la m̂eme fen̂etre MATLAB la densit́e spectrale estiḿee des deux processus
{Xi} et {Yi} (on utilisera cette fois l’approche paramétrique) et commenter les résultats. Comparer
également avec les résultats obtenus dans la section (II-B).



IV. COMPLÉMENTARITÉ DE LA REPŔESENTATION SPECTRALE

Reprendre l’exemple du processus{Yi}, somme d’un AR(2) et d’une sinusöıde. Construirèa pŕesent
le processus{Ui} défini parUi − αejξUi−1 = α(Yi − ejξYi−1) où α = 0.99 et ξ = 0.3. Utiliser la fonction
filter de MATLAB pour ǵeńerer le processus{Ui} à partir de{Yi}. Repŕesenter alors sous MATLAB les
deux processus, tout d’abord dans le domaine temporel, puis dans le domaine fréquentiel. Commenter,
que nous apporte la représentation spectrale? Quel est l’effet du filtrage de{Yi} pour obtenir{Ui}.

V. CONCLUSION

La repŕesentation du signal dans le domaine spectral n’a d’intér̂et que si le signal est stationnaire (au
moins à l’ordre 2). Dans le cas contraire, la densité spectrale au sens où nous l’avons d́efini dépend du
temps, comme c’est le cas pour les signaux de parole. Il devient alors nécessaire de rechercher une autre
reṕesentation du signal offrant les intér̂ets du domaine fréquentiel et tenant́egalement compte de la non
stationnarit́e du signal : une litt́erature conśequente ŕepondà ce probl̀eme, entre autres celle traitant de la
repŕesentationtemps-fŕequence.


