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. INTRODUCTION

Ce TP s’effectuera sous MATLAB. La preére étape dans &tude d’une &rie chronologique consiste
a cetecter la pesence de facteutendanceet saisonniey et le casecteanta les estimer pour pouvoir les
retrancher aux dor@es. On se trouve alors en possession de ce que I'on ndlonchgations ésiduellesen
d’autres mots, la partie @htoire de la&rie chronologique. Or, bien que noétdrministe, cette composante
peut avoir une structure particate qu’il est alors important d’identifier. Une solution consestamockliser
cette partie @atoire par un processus ARMA dont il faudra estimer le€iffits paragtres. En effet, une
des proptes vues en courslfaitement des processus ARM#age 2) nous dit qupour tout processus
aléatoire dont la fonction d’autocoélation tend vers @ l'infini, et pour tout entierk >0, il est possible
de trouver un processus ARMA dont la fonction d’autoelation estegalea celle du processus @toire
jusqua l'ordre k. Ainsi, une fois le modle ARMA identifié, nous pouvons estimer avoir explegau
mieux la €rie chronologique consitee, car alors seul le bruit blanc en @&rde 'ARMA reste inconnu.
La phase explicative acheg, les donees de la&rie chronologique pourront alo&dre utilisees pour, par
exemple, pedire soit des dorées futures, soit des doees pases. Ce TP consistera doacmettre en
oeuvre des techniques d'identification d’'un processus ARMA.

Il. HYPOTHESES ET NOTATIONS

Rappelons I'expression d'un processus ARMAJ note {X;} suppog centé (i.e. de moyenne nulle):
Xi—Xin— = QpXip=2Z; + 0 Zi 1+ - + 0,21 (1)

ol {Z;} est un processus &itoire blanc centr de variancer? qui sera suppd@s gaussien dans la suite
du TP, a1 {¢r}, {0k}, p etq sont les paragtres du processus ARMA. Par ailleurs, un processus ARMA
est ditcausals’il peut étre écrit sous la forme d’'un MAL) : les coefficients de ce processus MA seront
notes v, par la suite. Une autre expressieguivalentea (1) est doneea I'aide de I'ogerateur retard3:

¢(B)X; =0(B)Z; @)

ou les polyrdomes¢ et 6, de deges respectifg et ¢, ont pour coefficients les paratmes{¢;} et {6;} cités
dans (1) ave@, = 6, = 1.

[1l. D ONNEES APPLICATIVES

Afin de tester et comparer lesétmodes d’identification de processus ARMA progra@es lors de ce
TP, nous allons synéiiser cinq processus ARMA distinctséfthis par:

ARMA(32 (X!, ¢(B) = —(B+3)(B+2)(B—"7)/42, 0(B) = (B — 5)(B — 3)/15, 0% = 1}

)
AR(4) : {X? ¢(B)=(B*-36)(B+5)(B—4)/720,6(B) =1, 0 =1}
AR(L) © {X7 o(B) = 1 4B, 0(B) = 1, 0> = 1) @)
MA(1) : {X} ¢(B)=1,0B)=1-3B,0*>=1}
MA@) (X7 6(B) = 1 0(B) = (B +3)(B+2)/6, 0 = 1)



Quelles propétes \erifient ces cing processus? Puis, sous MATLAB, en utilisant la fondtlter,
gérérer les processusX?} & partir den=1000 échantillons {Z!} sera suppdsgaussien).

IV. FONCTIONS DE COVARIANCE ET DE CORELATION

A. comparaison des fonctions exacte et empirique

En utilisant les propositions 1 et 2, comparer graphiqguement les fonctions d’aélatiorr exacte et
empirique assoées tout d’abord au process{iX?}, puis au processusX;}.

Proposition 1: Soit { X;} un processus AR] stationnaire tel quép;| <1, alors{X;} estcausalet les
coefficientsi, sont dongs pary;, = [¢]*.

Proposition 2: La fonction de covariance exacte d’'un processus ARMA causal nous estalpan la
formule v(h) =02 32 Ytk -

B. estimation de I'ordre d'un MA

Tout d’abord rappelons les deux propositi@mn&es en courslfaitement des processus ARM@ages
11-14) visanta caractriser la fonction d’autocoetation empirique d’un bruit blanc ainsi que celle d’'un
ARMA(p,q)

Proposition 3: La fonction d’autocomlation empiriquep. (k) d’un bruit blanc, pout, >0, est comprise
entre —1.96n'/2 et 1.96n~'/2 avec une probabikt de 95 pour cent.

Proposition 4: La fonction d’autocolation empiriquey. (k) d'un ARMA(p,q), pourh >0, est comprise
entre—1.96n""2(1+2 0 p.(h)?) et 1.96n~1/2(1+2 3079 p,(h)?) avec une probabilit de 95 pour cent.

Sur une prendire figure, reg¥senter la fonction d’autocdfation empirique du bruit blan¢Z?} ainsi
gue l'intervalle de confianca 95% correspondant. Puis, sur une seconde figureSeefar la fonction
d’autocorglation empirique du processus MA({X?}, ainsi que les diffrents intervalles de confiance
iil.%nl/?(l +25 M pe(h)?), 1 §M§5}. Comme il aété dit en cours, la@marche prcedente permet

‘estimer I'ordre M, qui dans le cas d’'un processus M}\(correspond au paratreq.

V. ALGORITHME DE DURBIN LEVINSON

L'algorithme de Durbin Levinson visa identifier les paragtres d’'un processus AR c'esta-dire
I'ordre p du mockle et les coefficients,, :

1) poser(¢i)e = pe(1) et (v1)e = 7.(0)[1 — pe(1)°];

2) caleuler, pounn = 2, le scalaire(é,m)e = [(ve(m) = S75 (Smov,£)e¥e(m = k)| /(0m-1)e;

3) calculer, pourm = 2, le vecteur| (dm1)e -+ (Dmm-1)e | = | (Gm-rn)e -+ (Dm1m)e | -
(Gmm)e | (Sm-tm-1)e - (Sm11)e | de taille (1xm—1);

4) (vm)e = (Vm-1)e(l = (Smm)?)

5) réiterera partir de létape 2 en iné@mentant la valeur de;
6) s'arreter lorsquen = M.



Estimation de l'ordre p: les coefficientsa.(h) = (¢nn). €tant ceux de la fonction d’autocétation
partielle empirique du processus coris@l une estiraep, de p peutétre obtenue en prenant la plus petite
valeur dek telle que|(¢p.).| <1.96n~/2 pour h> k.

Estimation des coefficients du filtre AR: ces derniers sont doés par la suite de valeu(®y). = (¢,. k)e
pour 1 <k <p., (¢). Valantl par hypotlese.

A titre d'application, estimer les paraties du processus ARX?}, puis comparer-les aux valeurs
exactes donees dans &quation (3).

VI. ALGORITHME DE YULE WALKER

L'algorithme de Yule Walker est une @thode d’identification de processus AR dite par bloc et qui
suppose d’'avoir @alablement identii I'ordre p du mockle. Les coefficients,, et la variances? du bruit
nous sont dones par lequations suivantes:

®. = [(R)] " (p,) (4)

et
02 =7%(0) [1 = () [(R,)] " (m,)c] (5)
ol & = { (@1)e -+ (dp)e }T, (p,)e = { (p1)e -+ (Pp)e T et (R,). est la matrice dont lai(j)-ieme

composante est doéa par{(p;—;)el; ;_;-

En utilisant I'estinge p. de I'ordre p du processug X?} obtenu peccdemment par I'algorithme de
Durbin Levinson, estimer les coefficientgs de {X?} et la variances? du bruit. Puis comparer-les aux
valeurs exactes doBes dans €quation (3).



