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DESS d’Inǵenierie Math́ematique, Anńee 2003-2004
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I. I NTRODUCTION

Ce TP s’effectuera sous MATLAB. La première étape dans l’́etude d’une śerie chronologique consiste
à d́etecter la pŕesence de facteurstendanceet saisonnier, et le caséch́eantà les estimer pour pouvoir les
retrancher aux données. On se trouve alors en possession de ce que l’on nommefluctuations ŕesiduelles, en
d’autres mots, la partie aléatoire de la śerie chronologique. Or, bien que non déterministe, cette composante
peut avoir une structure particulière qu’il est alors important d’identifier. Une solution consisteà mod́eliser
cette partie aĺeatoire par un processus ARMA dont il faudra estimer les différents param̀etres. En effet, une
des propríet́es vues en cours (Traitement des processus ARMA, page 2) nous dit quepour tout processus
aléatoire dont la fonction d’autocorrélation tend vers 0̀a l’infini, et pour tout entierk>0, il est possible
de trouver un processus ARMA dont la fonction d’autocorrélation estégaleà celle du processus aléatoire
jusqu’à l’ordre k. Ainsi, une fois le mod̀ele ARMA identifié, nous pouvons estimer avoir expliqué au
mieux la śerie chronologique considéŕee, car alors seul le bruit blanc en entrée de l’ARMA reste inconnu.
La phase explicative achevée, les donńees de la śerie chronologique pourront alorsêtre utiliśees pour, par
exemple, pŕedire soit des donńees futures, soit des données pasśees. Ce TP consistera doncà mettre en
oeuvre des techniques d’identification d’un processus ARMA.

II. H YPOTHESES ET NOTATIONS

Rappelons l’expression d’un processus ARMA(p,q) not́e {Xi} suppośe centŕe (i.e. de moyenne nulle):

Xi − φ1Xi−1 − · · · − φpXi−p = Zi + θ1Zi−1 + · · ·+ θqZi−q (1)

où {Zi} est un processus aléatoire blanc centré de varianceσ2 qui sera supposé gaussien dans la suite
du TP, òu {φk}, {θk}, p et q sont les param̀etres du processus ARMA. Par ailleurs, un processus ARMA
est ditcausals’il peut être écrit sous la forme d’un MA(∞) : les coefficients de ce processus MA seront
not́esψk par la suite. Une autre expressionéquivalentèa (1) est donńee à l’aide de l’oṕerateur retardB:

φ(B)Xi = θ(B)Zi (2)

où les polyn̂omesφ et θ, de degŕes respectifsp et q, ont pour coefficients les paramètres{φi} et {θi} cités
dans (1) avecφ0 = θ0 = 1.

III. D ONNÉES APPLICATIVES

Afin de tester et comparer les méthodes d’identification de processus ARMA programmées lors de ce
TP, nous allons synthétiser cinq processus ARMA distincts, définis par :

ARMA(3,2) : {X1
i , φ(B) = −(B + 3)(B + 2)(B− 7)/42, θ(B) = (B− 5)(B− 3)/15, σ2 = 1}

AR(4) : {X2
i , φ(B) = (B2 − 36)(B + 5)(B− 4)/720, θ(B) = 1, σ2 = 1}

AR(1) : {X3
i , φ(B) = 1− 9

10
B, θ(B) = 1, σ2 = 1}

MA(1) : {X4
i , φ(B) = 1, θ(B) = 1− 3

4
B, σ2 = 1}

MA(2) : {X5
i , φ(B) = 1, θ(B) = (B + 3)(B + 2)/6, σ2 = 1}

(3)



Quelles propríet́es v́erifient ces cinq processus? Puis, sous MATLAB, en utilisant la fonctionfilter,
géńerer les processus{Xj

i } à partir den=1000 échantillons ({Zj
i} sera suppośe gaussien).

IV. FONCTIONS DE COVARIANCE ET DE CORŔELATION

A. comparaison des fonctions exacte et empirique

En utilisant les propositions 1 et 2, comparer graphiquement les fonctions d’autocorrélation exacte et
empirique associées tout d’abord au processus{X3

i }, puis au processus{X4
i }.

Proposition 1: Soit {Xi} un processus AR(1) stationnaire tel que|φ1|<1, alors{Xi} estcausalet les
coefficientsψk sont donńes parψk =[φ1]

k.

Proposition 2: La fonction de covariance exacte d’un processus ARMA causal nous est donnée par la
formule γ(h)=σ2 ∑+∞

k=0 ψkψk+|h|.

B. estimation de l’ordre d’un MA

Tout d’abord rappelons les deux propositionsénonćees en cours (Traitement des processus ARMA, pages
11-14) visantà caract́eriser la fonction d’autocorrélation empirique d’un bruit blanc ainsi que celle d’un
ARMA(p,q) :

Proposition 3: La fonction d’autocorŕelation empiriqueρe(h) d’un bruit blanc, pourh>0, est comprise
entre−1.96n−1/2 et 1.96n−1/2 avec une probabilité de 95 pour cent.

Proposition 4: La fonction d’autocorŕelation empiriqueρe(h) d’un ARMA(p,q), pourh>0, est comprise
entre−1.96n−1/2(1+2

∑p+q
h=1 ρe(h)

2) et 1.96n−1/2(1+2
∑p+q

h=1 ρe(h)
2) avec une probabilité de 95 pour cent.

Sur une premìere figure, repŕesenter la fonction d’autocorrélation empirique du bruit blanc{Z5
i } ainsi

que l’intervalle de confiancèa 95% correspondant. Puis, sur une seconde figure, reprśenter la fonction
d’autocorŕelation empirique du processus MA(2) {X5

i }, ainsi que les diff́erents intervalles de confiance{
±1.96n−1/2(1 + 2

∑M
h=1 ρe(h)

2), 1≤M≤5
}
. Comme il aét́e dit en cours, la d́emarche pŕećedente permet

d’estimer l’ordreM , qui dans le cas d’un processus MA(q), correspond au param̀etreq.

V. A LGORITHME DE DURBIN LEVINSON

L’algorithme de Durbin Levinson visèa identifier les param̀etres d’un processus AR(p), c’est-̀a-dire
l’ordre p du mod̀ele et les coefficientsφk :

1) poser(φ1,1)e = ρe(1) et (v1)e = γe(0)[1− ρe(1)
2];

2) calculer, pourm = 2, le scalaire(φm,m)e =
[
(γe(m)−∑m−1

k=1 (φm−1, k)eγe(m− k)
]
/(vm−1)e;

3) calculer, pourm = 2, le vecteur
[

(φm,1)e · · · (φm,m−1)e

]
=

[
(φm−1,1)e · · · (φm−1,m−1)e

]
−

(φm,m)e

[
(φm−1,m−1)e · · · (φm−1,1)e

]
de taille (1×m−1);

4) (vm)e = (vm−1)e(1− (φm,m)2
e)

5) réitérer à partir de l’́etape 2 en incrémentant la valeur dem;
6) s’arr̂eter lorsquem = M .



Estimation de l’ordre p : les coefficientsαe(h) = (φh,h)e étant ceux de la fonction d’autocorrélation
partielle empirique du processus considéŕe, une estiḿeepe dep peutêtre obtenue en prenant la plus petite
valeur dek telle que|(φh,h)e|<1.96n−1/2 pour h>k.

Estimation des coefficients du filtre AR: ces derniers sont donnés par la suite de valeurs(φk)e =(φpe,k)e

pour 1≤k≤pe, (φ0)e valant1 par hypoth̀ese.

A titre d’application, estimer les paramètres du processus AR{X2
i }, puis comparer-les aux valeurs

exactes donńees dans l’́equation (3).

VI. A LGORITHME DE YULE WALKER

L’algorithme de Yule Walker est une ḿethode d’identification de processus AR dite par bloc et qui
suppose d’avoir préalablement identifíe l’ordrep du mod̀ele. Les coefficientsφk et la varianceσ2 du bruit
nous sont donńes par leśequations suivantes :

Φe = [(Rp)e]
−1 (ρp)e (4)

et
σ2

e = γe(0)
[
1− (ρp)e

T [(Rp)e]
−1 (ρp)e

]
(5)

où Φe =
[

(φ1)e · · · (φp)e

]T

, (ρp)e =
[

(ρ1)e · · · (ρp)e

]T

et (Rp)e est la matrice dont la (i,j)-ième
composante est donnée par[(ρi−j)e]

p
i,j=1.

En utilisant l’estiḿee pe de l’ordre p du processus{X2
i } obtenu pŕećedemment par l’algorithme de

Durbin Levinson, estimer les coefficientsφk de {X2
i } et la varianceσ2 du bruit. Puis comparer-les aux

valeurs exactes données dans l’́equation (3).


